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Matrizen

Einleitung
Die lineare Algebra beschéftigt sich mit
@ Vektorraumen
@ linearen Abbildungen zwischen Vektorraumen
@ linearen Gleichungssystemen
@ Matrizen
Wiebke Petersen math. Grundlagen
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Distributionelle Semantik

Gruppen (Wiederholung)

Eine Gruppe G = (G, ®) ist eine algebraische Struktur mit:
Gl ® ist assoziativ

G2 G enthalt ein neutrales Element
G3 jedes Element aus G hat ein inverses Element in G.

G heiBt abelsche Gruppe, wenn die Verkniipfung ® kommutativ ist.
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Vektorraume Matrizen Distributionelle Semantik
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Korper

Ein Koérper K = (K, +, ) ist eine algebraische Struktur mit zwei
Verkniipfungen + : K x K — K (Addition) und - : K x K — K
(Multiplikation):
K1 (K,+) ist eine abelsche Gruppe.
Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet und das
zu a inverse Element mit —a.

K2 Die Multiplikation lasst sich auf K\ {0} beschranken (fir
a,be K\ {0} gilt a-be K\ {0}), und K\ {0} zusammen mit
der Multiplikation bildet eine abelsche Gruppe.

Das neutrale Element der Multiplikation wird mit 1 bezeichnet
und das zu a € K \ {0} inverse Element mit a~!.

K3 Es gelten die folgenden Distributivgesetze:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)und(a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Wiebke Petersen math. Grundlagen 33



Korper = Distributionelle Semantik
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Korper: Anmerkungen und Beispiele

@ Statt a- b schreibt man zumeist ab.
@ Per Konvention bindet die Multiplikation starker als die Addition,
es gilt also
(ab)+c=ab+c.
@ Statt a + (—b) schreibt man zumeist a — b.
@ Es gelten folgende Zusammenhinge (versuchen sie die Aussagen
zu beweisen):
e 0-a=a-0=0firalleacK.
o Ist ab =0 so gilt a=0 oder b =0.
o Fir alle a,b € K gilt a(—b) = (—a)b = —(ab). AuBerdem gilt
(—a)(—b) = ab.
Beispiele:
e (Q,+,") ist ein Korper.
o (R,+,) ist ein Korper.
@ Aber (Z,+,-) ist kein Korper.
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Vektorraume Matrizen Distributionelle Semantik
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Vektorraum

Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V,+,-) bestehend
@ aus einer Menge V
o einer Verkniipfung + : V x V — V (Vektoraddition) und einer
@ einer Verkniipfung - : K x V — V (skalare Multiplikation)

So dass folgendes gilt:

V1 (V,+) ist eine kommutative Gruppe (auch abelsche Gruppe).
Das neutrale Element 0 heiBt Nullvektor und das zu v € V
inverse Element —v heiBt der zu v negative Vektor

V2 fiir alle v,w € V und A\, u € K gilt:

o AFp)-v=(A-v)+(p-v)
o A-(v+w)=A-v)+(A-w)
o (M) v=2A(p-v)

o l-v=uv.

Die Elemente von V nennt man Vektoren, die von K Skalare.
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Vektorraume Distributionelle Semantik
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Vektorraum: Anmerkungen

@ Statt A- v mit A € K und v € V schreibt man zumeist \v

@ Per Konvention bindet die skalare Multiplikation starker als die
Addition in V und die Addition in K, also
Av+w=(Av)+w

@ In jedem K-Vektorraum gilt:

e 0-v=0firalleveV

A-0=0firalle e K

Wenn A € K und v € V und Av =0, dann gilt A =0 oder v = 0.
(-1)-v=—vfiralleve V.

Konnen sie diese Aussagen beweisen?
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Beweise einiger Eigenschaften von K-Vektorraumen

Vektorraume Matrizen Distributionelle Semantik
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Sei (V,+, ) ein K-Vektorraum.
@ Aussage: 0-v =0 firalleveV

Beweis: es gilt 0-v=(0+0)-v=0-v+0-vund 0-v+0=0-v. Daraus
folgt 0-v=0.0

Aussage: A-0 =0 fir alle A € K
Beweis: es gilt A\-0=X-(04+0)=XA-0+X-0und A-04+ 0= X-0. Daraus
folgt A-0=0. 0O

Aussage: Wenn A € K und v € V und A - v =0, dann gilt A =0 oder v = 0.
Beweis durch Fallunterscheidung: 1. Fall: Wenn A =0 und A - v = 0 dann
folgt die Aussage direkt. 2. Fall: Wenn XA # 0 und A - v = 0, dann gilt
v=1-v=\""N)-v=XX\-v)=2"1.0=0.O

Aussage: (—1)-v = —vfirallev e V.

Beweis: aus v+ (—1)-v=1-v4+(-1)-v=(1—-1)-v=0-v =0 folgt
(-1)-v=—-v.O
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Korper Vektorraume Matrizen Distributionelle Semantik
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Vektorraum Beispiel: Vektorraum der Funktionen

Setzt man K =R und V = {f | f ist eine Funktion mit f : R — R},
dann bildet (V,+,-) einen R-Vektorraum mit
@ Vektoraddition V x V — V:
(f+g) : R— R mit (f +g)(x) = f(x) + g(x)
@ skalare Multiplikation R x V — V:
(A f):R—=Rmit (A )(x) = Af(x)
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Vektorraume Matrizen Distributionelle Semantik
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Vektorraum Beispiel: Koordinatenraum oder Raum
der geordneten n-Tupel

Ist K ein Korper und n € N, so bildet das n-fache kartesische Produkt
K" ={(x1,.--,%n) | X1,...,%s € K} die Menge aller n-Tupel
(x1,...,xn) mit Komponenten aus K. (K", +,-) bildet einen
K-Vektorraum mit

@ Vektoraddition 4+ : K" x K" — K" definiert durch
(x1, - xn) + (1,5 yn) = (a + y1, -+ X + Yn)
@ und skalare Multiplikation -: K x K™ — K" definiert durch
a-(x1,....,xp) =(a-x1,...,a-xp)

Der Vektorraum (K", +,-) wird auch als Koordinatenraum der
Dimension n oder als Raum der geordneten n-Tupel bezeichnet.
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Korper Vektorraume Matrizen Distributionelle Semantik
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Vektoren in Koordinatenraumen

Koordinatenvektoren notiert man haufig als Spaltenvektoren. Fiir das
Tupel (x1,...x,) schreibt man dann

X1
Xn
Fiir die Vektoraddition gilt dann:
X1 n X1+ ¥
)= :
Xn Yn Xn + Yn
und fiir die skalare Multiplikation gilt
X1 a-xi
3- =
Xn a- Xp
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alarprodukt in R”

Fir v =(vi,...vs) und w = (wy,...w,) mit v,w € R" ist das
Skalarprodukt (v, w) definiert als

(v,w) = viwi + vowa + ... Vawp,.
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist ein Skalar:
(,):R"XR"—=R
Die Lange oder Norm eines Vektors v € R” ist
Ivil= /(v v)
Die Distanz zweier Vektoren v, w € R" ist
d(v,w) = [lw —v|
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Vektorraume Matrizen Dlstnbutlonelle Semantik
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Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und Winkel

Seien v, w € R" und 6 = <(v, w) der Winkel zwischen v und w, dann
gilt
(v, w) = [[v]|[|wl| cos(6)

Fir den Beweis benétigt man den Kosinussatz
(https://de.wikipedia.org/wiki/Kosinussatz): Seien a, b, ¢ die Seiten eines
Winkels und ~ der der Seite ¢ gegeniiberliegende Winkel, dann gilt

c? = a° + b> — 2abcos(y)
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Vektorraum Belsplel Matrizenraum (1)

Ein rechteckiges Schema

a11 412 - dln
a1 ax» -+ ax

= (ay)1<i<m,1<j<n
dml dm2 - dmn

von Elementen aj; aus einem Korper K heit Matrix. Die Elemente aj;
heiBen Komponenten der Matrix. Man spricht von den Zeilen und
Spalten einer Matrix. Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten heiBt
m x n-Matrix (lese: m Kreuz n Matrix).
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Vektorraume Matrizen Distributionelle Semantik
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Vektorraum Belsplel Matrizenraum (2)

Sei K ein Korper und m, n € N. Dann ist
K™" = {(ag)i<i<mi<j<n | a5 € K}
die Menge der Matrizen der GréBe m x n mit Komponenten aus K. K™*" bildet

mit der folgenden Vektoraddition und skalaren Multiplikation einen K-Vektorraum:

@ Vektor- oder besser Matrizenaddition:
4 K™ K™ — K™ mit A+ B = (a;) + (by) = (ai + byj).
@ Multiplikation mit einem Skalar:
KX K™ K™ mit A-A=X-(a5) = (M- ay).
Der Vektorraum (K™*" +,-) wird auch der Matrizenraum oder Raum der
Matrizen der GréBe m x n liber dem Kérper K genannt.

Die Vektorraumeigenschaften von (K™*" + -) folgen unmittelbar aus den
Vektorraumeigenschaften von (K", 4+, ). Das neutrale Element der
Matrizenaddition ist die Matrix (a;) mit a; = O fiir alle i, j. Die zu (a; additiv
inverse Matrix ist (—aj).
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Matrizen Distributionelle Semantik
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Beispiel: Matrizenaddition und Multiplikaton mit
Skalar

Sei im folgenden K = R.
3 2 4 n 1 3 -2\ (341 2+3 4-2)\ (4 5 2
01 -1 2 0 1/ \0+2 140 —-1+1) \2 1 0

5. (32 4)_ (3332 34)_ (96 12
01 -1) \3.03.13-1)" {03 -3
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Korper

Matrizenmultiplikation

Die Matrizenmultiplikation ist die Operation -K™*P x KP*" — Kmxn
mit A- B = C und

p ) .
Cik = ) aij - by ) B=
J=1

-6 3

Beispiel:

>~ O
O = N
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Kolpel Vekton me Matrizen Distributionelle Semantik
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transpomerte Matrlx

Die Transponierte einer m x n-Matrix A = (aj;) ist die n x m-Matrix
AT = (a;). Also

T
dil1 ... din dil1 ... admi
AT = . : =
dml --- dmn din -.-- dmn
Es gelten folgende Aussagen:
@ (A+B) =AT + BT . 1 4
@ (c-A)T =c-AT Beispiel: 123y o 2 5
4 5 6 3 6
o (AT)"
@ (A- B)T BT AT
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Korper Vektorraume Matrizen Distributionelle Semantik
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Beispiele: Matrizenmultiplikation
Zusammenhang zwischen Skalarprodukt von Vektoren und
Matrizenmultiplikation:

T -1

1\ /-1 1
<2,o>=2-0=(123)-0=2
3

3 1 1 1

Multiplikation einer Matrix und eines Vektors
1 4 6
3] (2)- (5
36 12
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Korper Vektorraume Matrizen Distributionelle Semantik
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Matrizen als Imeare Abbildungen

Seien V und W Vektorrdume. Eine Abbildung f : V — W heiBt linear oder ein
Homomorphismus, wenn folgendes gilt:

Q f(x+y)=Ff(x)+f(y) und
Q (Ox) = M (x).
Bemerkungen:

@ Jede Matrix A € K™*" definiert eine lineare Abbildung A : K" — K™ mit
X — Ax.

@ Die Matrizenmultiplikation entspricht der Komposition der linearen
Abbildungen: Sei A€ K™ " und B € K™*™, dann ist Bo A: K" — K" mit

Bo A(x) = (B - A)x.
1
21 _ (14 32 7 5 (97
2] " \32 77 16 11 —\229
1

Beispiel:

1
(1 2 3)0 ; g 2 3) E _(97)
4 5 6 3 6 f 6 20 229
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Vektorraume Matrizen Distributionelle Semantik
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Matrizen zur Beschreibung linearer
Gleichungssysteme

Ein Gleichungssystem mit n Variablen kann man auch als Matrixproblem
beschreiben:
Beispiel: Das Gleichungssystems

- 4+ 2y 4+ z = =2
3x — 8 — 2z = 4
x + 4z = =2

Iasst sich beschreiben als

(2o 2 )

Zur Lésung solcher Systeme kann z.B. des GauBsche Eliminationsverfahren
eingesetzt werden.
(Lésung fiir das Beispiel x =2,y = 0.5,z = —1).
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Distributionelle Semantik
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Matrizen

Korper

Distributionelle Semantik

Vektorraume

Die folgenden Folien entstammen dem Foliensatz “Distributional
Semantics” von Marco Baroni und Gemma Boleda zu dem Kurs “CS
388: Natural Language Processing”.
https://www.cs.utexas.edu/~mooney/cs388/slides/
dist-sem-intro-NLP-class-UT.pdf
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The distributional hypothesis

» The meaning of a word is the set of contexts in which it
occurs in texts

» Important aspects of the meaning of a word are a function

of (can be approximated by) the set of contexts in which it
occurs in texts
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The distributional hypothesis in real life
McDonald & Ramscar 2001

He filled the wampimuk, passed it
around and we all drunk some

We found a little, hairy wampimuk
sleeping behind the tree
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Collecting context counts for target word dog

The dog barked in the park.
The owner of the dog put him
on the leash since he barked.

bark
park
owner
leash
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Collecting context counts for target word dog

The dog barked in the park.
The owner of the dog put him
on the leash since he barked.

bark +
park
owner
leash
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Collecting context counts for target word dog

k
The dog barked in the park. bark i
The owner of the dog put him par "
owner

on the leash since he barked. leash
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Collecting context counts for target word dog

bark
The dog barked in the park. p::k :
The owner of the dog put him owner | +

on the leash since he barked. leash
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Collecting context counts for target word dog

The dog barked in the park.
The owner of the dog put him
on the leash since he barked.

bark
park
owner
leash

+ + + +
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Collecting context counts for target word dog

The dog barked in the park.
The owner of the dog put him
on the leash since he barked.

bark ++
park +
owner | +

leash | +
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The co-occurrence matrix

dog
cat
lion
light
bark
car

leash

o - 0O OO0

walk

O OO WwWw

[
=]

- OO MNMDWN

owner

WNhDOoOOoOMN

CLOo 2w
—

bark

OO OoOoOOo
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Contexts as vectors

| runs | legs
dog 1 4
cat 1 5
car 4 0
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Semantic space

legs

©

cat (1,5)
dog (1,4)
car (4,0)
N
Z
I I I I I I
1 2 3 4 5 6
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Semantic similarity as angle between vectors

legs

©

cat (1,5)

dog (1,4)

46/121



Nearest neighbour examples

BNC, 2-content-word-window context

rhino fall rock
woodpecker | rise lava
rhinoceros | increase sand
swan fluctuation | boulder
whale drop ice
ivory decrease | jazz
plover reduction | slab
elephant logarithm | cliff
bear decline pop
satin cut basalt
sweatshirt hike crevice
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Nearest neighbour examples

BNC, 2-content-word-window context

green good sing
blue bad dance
yellow excellent | whistle
brown superb mime
bright poor shout
emerald | improved | sound
grey perfect listen
speckled | clever recite
greenish | terrific play
purple lucky hear
gleaming | smashing | hiss
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