Automatentheorie & Formale Sprachen
WiSe 2012/13, Wiebke Petersen
Lehrbuch: Rolf Socher, Theoretische Grundlagen der Informatik, Hanser, 3. Auflage, 2008

2. Kapitel

Definition 2.1: Deterministischer endlicher Automat, DEA

Ein deterministischer endlicher Automat besteht aus den fiinf Komponenten Z, %, 3,
20, E.

M Z ist eine endliche Menge von Zustdinden.

M 3 ist ein Alphabet, das sog. Eingabealphabet.
M §:Zx X — Zist die Ubergangsfunktion.

M z,c Zist der Startzustand.

M E c Zist die Menge der Endezustdnde.

(Socher, S. 19)
Anmerkungen & Fragen:

e Kann die Zustandsmenge Z leer sein?

e Kann das Eingabealphabet leer sein?

Definition 2.2: Konfiguration

Eine Konfiguration eines endlichen Automaten A ist ein Paar (z,w) mit z€ Z,
w € X*. Dabei bezeichnet z den aktuellen Zustand, in dem sich der Automat zu ei-
nem Zeitpunkt der Berechnung befindet, und w das verbleibende Eingabewort.

Die Ubergangsrelation — auf der Menge der Konfigurationen von A ist definiert
durch

(z,aw) — (zw), fallsz >, 2"

(Socher, S. 20)
Anmerkungen & Fragen:

e Definieren sie die transitive, reflexive Hiille der Ubergangsfunktion —

Definition 2.3: Akzeptierung durch einen DEA, reguldre Sprache

Der DEA A akzeptiert das Eingabewort w genau dann, wenn es ein z, € E gibt mit
(zg,w) =* (24, 8).

Die vom Automaten A akzeptierte Sprache -L(A) ist definiert durch:
L(A) ={w e T*|A akzeptiert w}.

Eine Sprache L heilit reguldr, falls es einen DEA A gibt, der L akzeptiert, das heif3t,
wenn L = L(A) gilt.

(Socher, S. 21)

Definition 2.4: Aquivalenz von Automaten

Zwei Automaten A; und A, heillen dquivalent, geschrieben A; = Ay, wenn sie diesel-
be Sprache akzeptieren, das heif3t, wenn -£(4,) = -L(A,) gilt.
Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation (siche Abschnitt 8.3).

(Socher, S. 22)



Anmerkungen & Fragen:
e In welchem Verhiltnis steht die Menge der Aquivalenzklassen zur Menge der reguliren Sprachen?

e Wie michtig ist die Aquivalenzklasse des endlichen Automaten zur Paritétspriifung (Abbildung
2.2)?

e Wie michtig ist die Aquivalenzklasse des endlichen Automaten e ?

. . . . . N . . start
e Wie méchtig ist die Aquivalenzklasse des endlichen Automaten ?

Definition 2.5: Erreichbarkeit, Fehlerzustand

Der Zustand z” heilit erreichbar vom Zustand z, falls es ein Wort w gibt, so dass (z, w)
—* (z7,¢) gilt. [z]* bezeichnet die Menge aller von z erreichbaren Zustinde.

Ein Fehlerzustand eines Automaten A ist ein Zustand, von dem aus kein Endezu-
stand erreichbar ist, also ein Zustand z, fiir den [z]* N E = & gilt.

(Socher, S. 22)
Anmerkungen & Fragen:

e Gilt fiir jeden DEA Z = [2]*?
e Gilt fiir jeden DEA Z D [2]*?
o Gilt fiir jeden DEA E C [z]*?

Definition 2.6: Akzeptierung im Zustand z

Der DEA A akzeptiert das Eingabewort w im Zustand z wenn es ein z, € E gibt mit
(2, w) =% (24,€).

Die von A im Zustand z akzeptierte Sprache L (A, z) ist definiert durch:
L(A, 2) = {w € X*|A akzeptiert w im Zustand z}.

(Socher, S. 22f)
Anmerkungen & Fragen:

e Driicken sie die Akzeptanz des Worts w im Zustand z mithilfe der erweiterten Ubergangsfunktion
0 aus

Definition 2.7: Minimalautomat

Sei L eine reguléare Sprache iiber dem Alphabet £ und sei A ein Automat, der L ak-
zeptiert, das heilit L = L(A).

A heilit Minimalautomat fir L, falls es keinen Automaten A’ fir L gibt, der weniger
Zustédnde als A hat.

(Socher, S. 23)
Anmerkungen & Fragen:

e Definieren sie ,Minimalautomat‘ mithilfe der Aquivalenzrelation aus Definition 2.4

Errata S. 23: Wird im Startzustand des Automaten ..., ist in diesem Fall £( Ay, 4, z3) nicht leer, sondern
es gilt L(Apa,zs) = {e}.




Definition 2.8: Isomorphie von Automaten

Die beiden Automaten A; = (Zy, %, 81, 291, £1) und Ay = (Zy, Z, 39, 29, E9) heillen iso-
morph, wenn es eine bijektive Abbildung f: Z; — Zy gibt mit:

fz01) = 202

f(E)) = Eqg

2,2 gdw.! f2) =, f(2).

(Socher, S. 24)
Errata S. 24: Das Beispiel 2.3 bezieht sich auf die falsche Abbildung.

Definition 2.9: Aquivalenz von Zustinden

Zwei Zustinde z und z” eines DEA A heillen dquivalent, in Zeichen z = z’, falls
LA, 2)= LA, 2) gilt.

(Socher, S. 25)
Anmerkungen & Fragen:

e Beweisen sie, dass die Relation = eine Aquivalenzrelation auf der Zustandsmenge Z bildet.

Definition 2.10: Der Minimalautomat

SeiA=(Z, 2,9, zg, E) ein DEA. Sei [z] die Aquivalenzklasse von z beziiglich =. Der
Automat A= (Z, X, 5, EO, E) ist definiert durch:

Z={[zllze Z},

§=1{[z] =421z >, 2 € 8},
Eo=[20],

E={[z]|z€ E}.

Dann ist A der Minimalautomat fiir L(A).

(Socher, S. 26f)
Anmerkungen & Fragen:

e S.29 Minimierung eines DEA: Warum miissen zunéchst die nichterreichbaren Zustédnde entfernt
werden? Zeigen sie an einem Beispiel, was passiert, wenn dieser erste Schritt iibersprungen wird.

Definition 2.11: Nichtdeterministischer endlicher Automat, NEA

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat besteht aus den fiinf Komponenten Z,
2, A, 2y, E. Dabei sind Z, %, z(, E genauso definiert wie beim DEA (siehe Definition
2.1).

Fiir die Ubergangsfunktion gilt § : Zx X — 2Z

(Socher, S. 30)
Anmerkungen & Fragen:

e Warum spricht man im Zusammenhang mit nichtdeterministischen endlichen Automaten auch von
der Ubergangsrelation?




Definition 2.12: Akzeptierung durch einen NEA

a) Die Ubergangsrelation — auf der Menge der Konfigurationen des NEA A ist defi-
niert durch

(z,aw) = (2, w), fallsz—, 2’
b) Der NEA A akzeptiert das Eingabewort w, wenn es ein z, € E gibt mit

(20, W) =% (2, €).

(Socher, S. 31)

Definition 2.13: NEA-DEA-Transformation

SeiA=(Z,Z%,9, 2y, E) ein NEA. Der DEA A" =(Z", %, 8", 2y, E’) ist folgendermafen
definiert:
Wz =27
M 5 : Z'x X — Z’ist definiert durch:
3z, @) = U, ,-0(z, )
. ZO’= {Zo}
M E={zeZ|zNnE+Q}

Dann gilt: A’ ist Aquivalent zu A.

(Socher, S. 35)
Anmerkungen & Fragen:

e Schreiben sie einen formalen Beweis, dass A und A’ dquivalent sind. Orientieren sie sich an dem
Beweis in Schoning (siehe Kurshomepage).

e Dieser Satz wird auch ,Rabin-Scott-Theorem‘ genannt. Er wurde erstmals 1959 von Michael O. Ra-
bin und Dana Scott in dem Aufsatz ,Finite Automata and Their Decision Problems* veroffentlicht.

Definition 2.14: NEA mit e-Ubergéngen (NEA/e)

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit €-Ubergingen (NEA/e) besteht
aus den finf Komponenten Z, %, 3, zj, E. Dabei sind Z, X, z,, E genauso definiert wie
beim DEA (siehe Definition 2.1).

Fiir die Ubergangsfunktion gilt 8 : Zx (T U {e}) = 2Z

(Socher, S. 36)

Definition 2.15: Akzeptierung durch einen NEA/e

Sei A ein NEA/e. Die Ubergangsrelation — ist definiert durch

(z, aw) = (25, w), falls z >, 2"

(z,w)— (2, w), fallsz =, 2~
Der Automat A akzeptiert das Eingabewort w genau dann, wenn es ein z, € E gibt
mit

(20, W) =% (2, €)

(Socher, S. 37)




Definition 2.16: NEA/e-NEA-Transformation

SeiA=(Z,%,39, 2y, E) ein NEA/e. Der NEA A" = (Z, %, 8", 2y, E’) ist folgendermaflen
definiert:

B §': Zx I — Zist definiert durch:

8(z,a) = U 8(2,a)

4 *
2 e [z]*,

- E = U [Z]*E
ze E

Dann gilt: A’ ist Aquivalent zu A.

(Socher, S. 38)
Errata S. 38: Die Definition von E’ ist falsch.

start @ a ffh\ < q2
Gegenbeispiel: \_/

Anmerkungen & Fragen:

e Korrigieren sie die Definition von F’. Richtig wire E' = {2z € Z |3z, € E mit z. € [2]*}

e Beweisen sie, dass durch ihre Korrektur ein dquivalenter Automat entsteht.

Definition 2.17: Reguldre Sprache

Eine Sprache heilit reguldr, wenn sie von einem endlichen Automaten (DEA, NEA
oder NEA/e) akzeptiert wird.

(Socher, S. 39)

Hausaufgaben:

Bearbeiten sie bitte die Aufgaben 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.6, 2.7c/e/g, 2.11,2.13, 2.14, 2.17.

Sie kénnen ihre Ergebnisse mit den Losungsvorschlidgen im Anhang abgleichen. Die Hausaufgaben werden
nicht eingereicht. Zusétzlich sollten sie sich die Programme ,machines‘ (http://zeus.fh-brandenburg.
de/"socher/tgi/) und ,exorciser‘ (http://www.educ.ethz.ch/unt/um/inf/ti/exorciser/index) in-
stallieren, die beide sehr gut fiir Ubungszwecke geeignet sind.

Das Ziege-Wolf-Kohlkopf-Problem:
Ein Bauer mochte eine Ziege, einen Wolf und einen Kohlkopf zu einem Marktplatz bringen, der auf der
anderen Seite eines Flusses liegt. Er hat ein kleines Boot, mit dem er jeweils nur entweder ein Tier oder
den Kohlkopf mitnehmen kann. Der Wolf wiirde ohne Aufsicht sofort die Ziege fressen und die Ziege wiir-
de gerne den Kohlkopf fressen. Nur die Anwesenheit des Bauers verhindert, dass eines seiner ,Produkte’
gefressen wird. Wie muss der Bauer vorgehen, um alles sicher zum Markt zu bringen?
Konstruieren Sie einen endlichen Automaten, der das Problem modelliert und 16st. Wenn Sie md&ch-
ten, schreiben Sie zusétzlich ein Prolog-Programm fiir das Problem. Koénnen Sie ein Prolog-Programm
schreiben, dass Thnen alle minimalen Lésungen ausgibt?

Losungen siehe Kurshomepage

Mogliche Klausuraufgaben zu Kapitel 2:

e Beweisen sie, dass die Relation = in Definition 2.8 eine Aquivalenzrelation auf der Zustandsmenge
Z bildet.

e Konstruieren Sie einen endlichen Automaten, der eine gegebene Sprache akzeptiert (vgl. Socher
Aufgabe 2.7, kann sehr gut mit dem Programm ,exorciser geiibt werden)



Gegeben einen nichtdeterministischen endlichen Automaten, konstruieren sie einen dquivalenten de-
terministischen endlichen Automaten (vgl. Socher Aufgabe 2.17, kann sehr gut mit dem Programm
,exorciser’ geilibt werden)

Geben Sie eine rekursive Definition fiir |w| an (vgl. Socher Aufgabe 2.1 und 2.2)
Beweisen Sie einen einfachen Zusammenhang (vgl. Socher Aufgabe 2.11 und 2.13)

Gegeben ein NEA /¢, konstruieren Sie einen #quivalenten NEA ohne epsilon-Ubergiinge (kann sehr
gut mit dem Programm ,exorciser geiibt werden)

Konstruieren Sie zu einem gegebenen DEA einen dquivalenten DEA mit minimaler Zustandszahl
(kann sehr gut mit dem Programm ,exorciser‘ geiibt werden)



3. Kapitel

Definition 3.1: Syntax und Semantik reguldrer Ausdriicke

Die Menge der reguldren Ausdriicke iiber einem Alphabet X ist folgendermallen re-
kursiv definiert:

B & und ¢ sind regulare Ausdriicke.
B Jedes Zeichen a € ¥ ist ein regulérer Ausdruck.

B Sind r und s reguldre Ausdriicke, so sind auch (rs), (r+s) und (r)* regulire Aus-
dricke

Die von einem regularen Ausdruck r dargestellte Sprache L(r) ist folgendermafBen

definiert:
L(D) =g
L(€) ={e}.
L(a) ={a}firae X

L(rs) = L(r)L(s)
Lr+s) = Lr)u L(s)
L0 =L

Zwei regulire Ausdriicke r und s heillen dquivalent, in Zeichen r= s, falls L(r) =

L(s).

(Socher, S. 46)

Satz 3.1

Sei X ein Alphabet. Ist r ein regulédrer Ausdruck tber X, so gibt es einen endlichen
Automaten A iber £ mit L' (A) = L(r).

(Socher, S. 47)
Errata S. 48: Die Konstruktion in Abschnitt d in dem Beweis ist falsch.

Anmerkungen & Fragen:
e zeigen sie, dass die Konstruktion scheitert, wenn von 2§ eine Schleife ausgeht (Beispiel: (1*0)*).

e korrigieren sie die Konstruktion.
Skizze zur korrigierten Konstruktion:

Satz 3.2

Sei X ein Alphabet. Ist A ein endlicher Automat tber X, so gibt es einen reguldren
Ausdruck r tiber £ mit L(A) = L(r).

(Socher, S. 49)
Anmerkungen & Fragen:

e Warum lésst sich jeder endliche Automat in einen N EA/e in nur einem Endzustand transformieren?



Errata S. 50: Ein Wort ...ohne dass dazwischen ein Zustand mit einem Index gréfer —1 durchlaufen
wird.

Satz 3.3
Die Klasse der reguldren Sprachen ist genau die Klasse der Sprachen, die von regu-
laren Ausdriicken dargestellt werden konnen.
(Socher, S. 51)
Errata S. 53: Angenommen, es gidbe einen . ... Wir wahlen ein Wort ... dessen Lénge mindestens NV ist.

Satz 3.4 Pumping-Lemma fir reguldre Sprachen

Sei L eine reguléare Sprache. Dann existiert eine Zahl N > 0, sodass sich jedes Wort x
€ L mit |x| > N in der folgenden Form schreiben ldsst

x = uvw mit [v] = 1 und |uv| £ N,

und fiir alle i > 0 gilt, dass uv'w € L ist.

(Socher, S. 54)
Anmerkungen & Fragen:

e Fiir welche Art von Beweisen lésst sich das Pumpinglemma einsetzen?
e Warum wird im Pumpinglemma |v| > 1 und |uv| < N gefordert?

e Hinweis zu S. 55 Mitte: Der Automat A, hat tatséchlich 2n 4+ 2 Zustdnde. Beachte, dass dem
Automaten in Abbildung 3.5 der Fehlerzustand fehlt.

Satz 3.5 (Satzvon Myhill Nerode)

Sei L eine Sprache tiber 2. Ist w € X*, so sei
Lw)y={ve Z*|lwve L}.

Dann gilt:

a) Ist L regulér, dann ist die Menge { -/ (w)|w € X*} endlich.

b) Ist {L(w)|w € Z*} endlich, so ist L regulir.

¢) In Fall b) gibt |{ L(w)|w € Z*}| die Anzahl der Zustidnde eines minimalen DEA
an, der L akzeptiert.

(Socher, S. 57)

Satz 3.6

Seien L; und Ly regulédre Sprachen iiber dem Alphabet . Dann sind auch die Spra-
chen L, U Ly, L1Ly, sowie LT regular.

(Socher, S. 60)

Satz 3.7

@d Ly und Ly regulére Sprachen tiber dem Alphabet X, so sind auch die Sprachen
L, und Ly n Ly regular

(Socher, S. 61)




Satz 3.8

Die Klasse der regulidren Sprachen ist abgeschlossen unter den Mengenoperationen
Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Konkatenation und Kleene-Stern.

(Socher, S. 61)

Hausaufgaben:

Bearbeiten sie bitte die Aufgaben 3.2,3.3,3.4,3.5,3.6,3.8,3.10,3.11,3.12,3.13,3.14,3.15
Sie kénnen ihre Ergebnisse mit den Losungsvorschligen im Anhang abgleichen. Die Hausaufgaben werden
nicht eingereicht.

Mogliche Klausuraufgaben zu Kapitel 3:

e Konstruktion eines regulidren Ausdrucks zu einer Sprache (Aufgabe 3.2)

e Bestimmung von Wortern einer durch einen reguliren Ausdriicke beschriebenen Sprache (Aufgabe
3.4)

Priifen, ob eine Sprache regulér ist (Aufgabe 3.8, 3.10)

Aussagen iiber regulire Ausdriicke (Aufgabe 3.11, 3.12)
e Einfache Beweise wie Aufgabe 3.14 und 3.16



4. Kapitel

Anmerkungen & Fragen:
e Von welchem Typ ist die Grammatik auf Seite 667
e Zu welcher Sprachklasse gehort die von der Grammatik generierte Sprache?
e Muss Grammatiktyp und Sprachklasse immer iibereinstimmen?

e Was ist V, X, S dieser Grammatik (siche Def. 4.1)

Definition 4.1: Grammatik

Eine Grammatik besteht aus den vier Komponenten V, 2, P, S.
M Vist eine endliche Menge von Variablen.
M = ist ein Alphabet, das Terminalalphabet.

B Pist eine Menge von Produktionen (auch Regeln genannt) der Form [ — r, wobei
le (VuZ)tundre (VU I)*.

M S e Vist die Startvariable.

(Socher, S. 66)
Anmerkungen & Fragen:

e Welche Einschriankungen bestehen fiir [ und r

Definition 4.2: Ableitungsrelation, erzeugte Sprache, Aquivalenz von Grammatiken

Sei G=(V, Z, P, S) eine Grammatik.

Die Ableitungsrelation = g auf der Menge (VU X)* ist definiert durch
vlu =g vru

wobeiv, ue (VUX)*undl— re P.

Die von G erzeugte Sprache L(G) ist definiert durch
LG)=[SI*NnEZ*={we Z*|S=% w}.

Zwei Grammatiken G und G, heilen dquivalent, wenn sie dieselbe Sprache erzeu-
gen, das heiit, wenn (G) = L(Gy) gilt.

(Socher, S. 67)
Anmerkungen & Fragen:

e [S]* C (VUZX)* steht fiir die Menge aller aus S ableitbaren Wérter.
e [S]* NX* steht also fiir die Menge aller aus S ableitbaren Worter, die nur aus Terminalen bestehen.
Anmerkungen & Fragen:

e zu S. 69: Wieso werden rechtslineare Grammatiken rechtslinear genannt?

Satz 4.1 Transformation einer rechtslinearen Grammatik in einen NEA

Sei G = (V, X, P, S) eine rechtslineare Grammatik. Der NEA A = (Z, %, 3, z(, E) sei
definiert durch:

Z=V,zg=S,E={A|A—> ¢e¢€ P}, ={A—>,B|A— aBe P}.
Dann gilt: L(A) = L(G).
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(Socher, S. 70f)

Satz 4.2 Transformation eines NEA in eine rechtslineare Grammatik

Sei A =(Z, X, 8, zg, E) ein NEA. Die rechtslineare Grammatik (V, %, P, S) sei defi-
niert durch:

V=2 S=2y,P={z—> az’|z—>,2 € 8} U {z—> €|lze E}.
Dann gilt: £(G) = L(A).

(Socher, S. 71)
Anmerkungen & Fragen:

e Warum storen eigentlich Fehlerzustdnde des Automaten bei der Transformation nicht? Zu was
werden sie?

Satz4.3 Aquivalenz von reguliren Sprachen und Typ-3-Sprachen

Die Klasse der reguldaren Sprachen ist die Klasse der Sprachen, die von regulédren
Grammatiken erzeugt werden konnen.

(Socher, S. 71)

Tabelle 4.1: Entscheidungsprobleme fiir reguldre Sprachen

Problem Gegeben Gefragt Entscheidbar?
Wortproblem Lund we X* Gilt we L? Ja
Leerheitsproblem L Gilt L =J? Ja
Endlichkeitsproblem L Gilt |L] < o0? Ja
Aquivalenzproblem L, und Ly Gilt Ly = Ly? Ja

(Socher, S. 73)
Anmerkungen & Fragen:

e Wie wiirden Sie die Entscheidungsprobleme entscheiden? Wie wiirden Sie die Entscheidungsproble-
me implementieren?

Definition 4.3: Kontextfreie Grammatik

Eine Grammatik heil3t kontextfrei, wenn ihre Regeln von der Form [ — r, mit /e V
sind.

(Socher, S. 74)

Definition 4.4: Chomsky-Normalform (CNF)

Eine kontextfreie Grammatik G mit € ¢ -/(G) heilit in Chomsky-Normalform, wenn
alle ihre Regeln von einer der beiden folgenden Formen sind:

A — BC oder

A—>a
mitA, B,Ce V,a€ X.

(Socher, S. 78)
Errata S. 80: unten: Als Eingabewort . ..aus welchen Variablen sich das Teilwort a; der Lénge ...
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Errata S. 81: Vorsicht, in dem Algorithmus sind die Rollen vertauscht. Im Fliefstext auf Seite 80 und
81 steht Ti, j] fir die Menge der Variablen, aus denen sich das Wort der Linge 4, das an der Position j
beginnt, ableiten ldsst. Im Algorithmus auf Seite 81 steht T'[¢, j] fiir die Menge der Variablen, aus denen
sich das Wort der Lénge j, das an der Position i beginnt, ableiten l&sst.

Satz 4.4 Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Zahl N > 0, sodass sich jedes
Wort z € L mit |z] 2 N in der folgenden Form schreiben lasst

2z =uvwxy mit |vx| > 1 und |vwx| £ N,

und fur alle ¢ > 0 gilt, dass uviwxiy € L ist.

(Socher, S. 82)
Anmerkungen & Fragen:

e Lesen Sie unbedingt das Beispiel 4.6, das zeigt, wie das Pumping-Lemma angewandt wird.

Satz 4.5 Abgeschlossenheitseigenschaften kontextfreier Sprachen

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter Vereinigung, Konka-
tenation und Kleene-Stern. Sie ist nicht abgeschlossen unter Durchschnitt und
Komplement.

(Socher, S. 83)
Errata S. 83: Dies ist zwar kein echter Fehler, aber es fehlt der wichtige Satz, dass kontextfreie Sprachen
abgeschlossen sind unter dem Schnitt mit reguléren. Also, wenn Lj eine beliebige kontextfreie Sprache
ist und L, eine beliebige regulére, dann ist Ly N L, eine kontextfreie Sprache.

Errata S. 85: Zur Losung ... Eine Kante verlauft von ...V, auf der rechten Seite derselben Regel R.
Errata S. 85: Beispiel 4.7: Der Pfeil von A nach S muss in beiden Abbildungen umgedreht werden

Definition 4.5: Nichtdeterministischer Kellerautomat (NKA)

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (NKA) besteht aus den Komponenten Z,
2T, LA, 2y, E

M Z ist eine endliche Menge von Zustdnden

M = ist ein Alphabet, das sog. Eingabealphabet

M T ist ein Alphabet, das sog. Kelleralphabet

M | e T ist das Keller-Startsymbol

B ACZxTxEu{e))xZxTI*ist die Ubergangsrelation
W z, € Zist der Startzustand
M E c Zist die Menge der Endezustinde

(Socher, S. 87f)
Errata S. 87: b) Tabelle 4.4 ... bei der Verarbeitung des Wortes w = 00101
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Definition 4.6: Akzeptierung mit Endezustand

Sei K ein NKA.

Die Relation — auf der Menge der Konfigurationen von K ist definiert durch
(z, AW, aw) — (2, VW, w), falls (z, A) =, (=, V)
(z, AW, w) — (2%, VW, w), falls (z, A) — (2, V).

Der Automat K akzeptiert das Eingabewort w mit Endezustand genau dann, wenn
esein z, € Eund We I'* gibt mit

(zo, L, w) =% (ze, W, ®).

Die vom Automaten K mit Endezustand akzeptierte Sprache L (K) ist definiert
durch:

LK) ={w e Z*|K akzeptiert w mit Endezustand}.

(Socher, S. 89)

Definition 4.7: Akzeptierung mit leerem Keller

Der Kellerautomat K akzeptiert das Eingabewort w mit leerem Keller, wenn
(20, L, w) >* (2, ¢, €)

gilt, das heifit, wenn zum Ende der Berechnung der Keller leer ist.

Die von K mit leerem Keller akzeptierte Sprache L1 x(K) ist definiert durch:
L1k(K) = {w e 2*|K akzeptiert w mit leerem Keller}

(Socher, S. 89)
Errata S. 91: Der Automat rét, ...erreicht ist. Das oberste Kellerzeichen ist in diesem Fall das Zeichen,
das genau in der Wortmitte gestanden hat.

Satz 4.6

Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es einen dquivalenten NKA Kj;.

(Socher, S. 94)

Satz4.7 Aquivalenz von Kellerautomaten und kontextfreien Grammatiken

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist genau die Klasse der Sprachen, die von
einem Kellerautomaten akzeptiert werden.

(Socher, S. 95)

Definition 4.8: Deterministischer Kellerautomat, deterministisch kontextfreie Sprachen

Ein Kellerautomat heil3t deterministisch (DKA), falls flir alleze Z, Ae I',ae X
gilt:

18(z, A, @)l +18(z, A, &)l < 1

Eine Sprache L heilt deterministisch kontextfrei, falls es einen deterministischen
Kellerautomaten gibt, der L mit Endezustand akzeptiert.

(Socher, S. 95)
Anmerkungen & Fragen:

e Beachte, dass die Menge der deterministisch kontextfreien Sprachen eine echte Teilmenge der kon-
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textfreien Sprachen ist.

Definition 4.9: Kontextsensitive (Typ-1-)Grammatik

Eine Grammatik heillt kontextsensitiv (oder vom Typ I), wenn ihre Regeln von der
folgenden Form sind:

= r,mit]l <|rl.

Als einzige Ausnahme ist die Regel S — € zulédssig. Enthilt die Grammatik diese
Regel, so darf jedoch die Startvariable S nicht auf der rechten Seite einer Regel vor-

kommen.

Eine Sprache L heil3t kontextsensitiv (oder vom Typ 1), wenn sie sich von einer kon-
textsensitiven Grammatik erzeugen lasst.

(Socher, S. 96)

Definition 4.10: Grammatik vom Typ 0

Eine allgemeine Grammatik (ohne Einschriankungen an die Syntax der Regeln)
heilt auch Grammatik vom Typ 0 oder Semi-Thue-System.

Eine Sprache L heilit vom Typ 0, wenn sie sich von einer Typ-0-Grammatik erzeu-

gen lasst.

TYP-35 c TYP-25 C TYP-15 c TYP-0y C 227
Dabei ist 2=° die Klasse aller Sprachen tiber X.

Sprache Automat Grammatik| Erkennung | Abhéngigkeit
rekursiv Turing Maschine | unbeschrankt [ unentscheidbar beliebig
aufzahlbar T i

*—0—0
kontext- linear gebunden kontext- NP-vollsténdig Uberkreuzt
sensitiv BT | oW 75\
O—0O—0 VYAS - YB3 I
kontext- Kellerautomat kontextfrei polynomiell eingebettet
frei (Stapel)
I—l C - bABa AN AN
regular endlicher regular linear striktlokal
Automat
A— bA / Y AYN
Typ3 | Typ2 | Typl | TypO
Wortproblem E E E U
Leerheitsproblem E E U V)
Aquivalenzproblem E u U U

E steht fur entscheidbar
U steht fiir unentscheidbar
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Hausaufgaben:

Bearbeiten sie bitte die Aufgaben 4.1, 4.6,4.10,4.11, 4.12, 4.13, 4.15
Sie koénnen ihre Ergebnisse mit den Losungsvorschlidgen im Anhang abgleichen. Die Hausaufgaben werden
nicht eingereicht.

Mogliche Klausuraufgaben zu Kapitel 4:

Geben Sie zu einer Sprache eine rechtslineare Grammatik an (Aufgabe 4.1)

Gegeben ein endlicher Automat, geben sie eine rechtslineare Grammatik an, die die Sprache gene-
riert, die der Automat akzeptiert.

Gegeben eine rechtslineare Grammatik, geben sie einen endlichen Automaten an, der die Sprache
akzeptiert, die die Grammatik generiert.

Beweisen Sie, dass die Klasse der kontext{reien Sprachen abgeschlossen ist unter Konkatenation (S.
83).

Wandeln Sie eine Grammatik in CNF um (Aufgabe 4.10).
Zeigen Sie, dass eine Sprache nicht kontextfrei ist(Aufgabe 4.11).

Konstruieren Sie einen Kellerautomaten zu einer gegebenen Sprache und stellen Sie die Verarbeitung
eines gegebenen Wortes dar (Aufgabe 4.15). Gibt es einen deterministischen Kellerautomaten zu
der Sprache?

Geben Sie zu einer gegebenen kontextfreien Grammatik einen korrespondierenden Kellerautomaten
an.

Geben Sie zu einem gegebenen Kellerautomaten eine korrespondierende kontextfreie Grammatik
an.
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5. Kapitel

Definition 5.1: Turing-Maschine

Eine (deterministische) Turing-Maschine (TM) besteht aus den Komponenten Z, %,

I, 9,2y, #, E.

B Zist eine endliche Menge von Zustdinden.

B > c T ist das Eingabealphabet.

M T ist das Bandalphabet.

B S5:ZxT - ZxT x {L, R} ist die Ubergangsfunktion.
d ist eine partielle Funktion. Wir schreiben 8(z, a) = L, falls 3(z, a) undefiniert
ist.

W z, € Zist der Startzustand.

B #ec I’ — T ist das Leerzeichen (auch Blanksymbol genannt).

B E c Zist die Menge der Endezustdnde.

(Socher, S. 104)

Definition 5.2: Konfiguration einer TM

Eine Konfiguration einer Turing-Maschine ist ein Tripel (v, z, w) mit v, w € I'* und z
€ Z. Dabeli ist z der aktuelle Zustand, v der links vom Zeiger stehende Bandinhalt
und w der rechts vom Zeiger stehende Bandinhalt. Der Zeiger steht dabei auf dem
ersten Zeichen von w.
Die Ubergangsrelation auf der Menge der Konfigurationen ist folgendermafen defi-
niert:

(v, 2, aw) — (vb, 2", w), falls 8(z, @) = (=", b, R) und

(ve, z, aw) = (v, z°, cbw), falls 8(z, @) = (2", b, L).

Dabei ist w fiir w € '* definiert durch:

T = { w falls w#e
# falls w=¢e

(Socher, S. 106)
Errata S. 106: Definition 5.2: Dabei ist z der ...und w der am Zeiger beginnende Bandinhalt.

Anmerkungen & Fragen:
e Auf http://www.matheprisma.uni-wuppertal.de/Module/Turing/index.htm finden Sie ein sehr

gutes Selbstlernmodul fiir Turingmaschinen. Wenn Sie dieses Durcharbeiten sind Sie bestens vor-
bereitet auf die kommende Sitzung.
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Definition 5.3: Akzeptierung durch eine TM, rekursiv aufzahlbare und rekursive Sprachen

Die Turing-Maschine M akzeptiert das Eingabewort w genau dann, wenn es ein z, €
E sowie Worter v und u € T'* gibt mit

(#, 20, w) =™ (v, Ze, W).
Die von M akzeptierte Sprache (M) ist definiert durch:
L (M) ={w e Z*| M akzeptiert w}.

Eine Sprache L heilit rekursiv aufzihlbar, wenn es eine Turing-Maschine M gibt,
die L akzeptiert.

Eine Sprache L heil3t rekursiv, wenn es eine Turing-Maschine M gibt, die L akzep-
tiert und die fir jede Eingabe terminiert.

(Socher, S. 106)
Errata S. 107: delta(Z,A,Z1,B,X)...beschreibt die Funktion bzw. Relation §.

Errata S. 107: Die Akzeptanz eines Wortes durch die Turingmaschine ist definiert durch die folgenden
Prolog-Prédikate:

Satz5.1 Aquivalenz von deterministischen und nichtdeterministischen Turing-Maschinen

Die Klasse der von deterministischen Turing-Maschinen akzeptierten Sprachen ist
gleich der Klasse der von nichtdeterministischen Turing-Maschinen akzeptierten
Sprachen.

(Socher, S. 110)

Satz 5.2

Zu jeder Sprache L vom Typ 0 iiber einem Alphabet X gibt es eine Turing-Maschine,
die L akzeptiert.

(Socher, S. 111)
Errata S. 111: Beachte, dass A die Produktionen u — v zwar nichtdeterministisch wahlt, dabei aber

Backtracking einsetzt, um alle Méglichkeiten auszuschépfen, um zur Akzeptanz eines Wortes zu gelangen
(siche Prolog-Code).

Satz5.3

Ist A eine Turing-Maschine tiber X, dann ist -£(A) vom Typ 0.

(Socher, S. 112)

Satz 5.4 Aquivalenz von Turing-Maschinen und Typ-0-Grammatiken

Die Klasse der rekursiv aufzihlbaren Sprachen ist gleich der Klasse der Sprachen
vom Typ 0.

(Socher, S. 113)
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Satz 5.5

Zu jeder Sprache L vom Typ 1 gibt es einen LBA, der L akzeptiert. Ferner gibt es
eine TM, die das Wortproblem fiir L entscheidet. Umgekehrt gilt auch:

Ist A ein linear beschriankter Automat mit € ¢ £(A), so ist L(4) vom Typ 1.

(Socher, S. 114)

Satz5.6 Aquivalenz von LBA und kontextsensitiven Grammatiken

Die Klasse der von linear beschriankten Automaten akzeptierten Sprachen, die das
leere Wort nicht enthalten, ist gleich der Klasse der Typ-1-Sprachen.

Das Wortproblem fiir Typ-1-Sprachen ist entscheidbar.

(Socher, S. 114)

Definition 5.4: Turing-Berechenbarkeit fur Funktionen auf X*

Die Turing-Maschine M berechnet die Funktion f: 2* — X*, falls

f(w) = v genau dann wenn (#, zp, w) —>* (#, z,, v)
0 e

mit z, € E. Die Funktion f heifit in diesem Fall Turing-berechenbar. Wir schreiben
fy fur die von der TM M berechnete Funktion.

(Socher, S. 115)

Definition 5.5: Turing-Berechenbarkeit fiir Funktionen auf N*

Die Turing-Maschine M berechnet die Funktion f: NE N, falls

(#: ZO, u(n’l, n27-"9 n’k)) _)* (#: Ze, u(f(n’l’ n2"--’ n’k)))

mit z, € E, falls f(nq, no,..., np) definiert ist. Die Funktion f heifit in diesem Fall Tu-
ring-berechenbar oder auch partiell rekursiv. Ist f eine totale Funktion, so heil3t f

auch rekursiv.

(Socher, S. 115f)

Tabelle 5.2: Ubersicht tiber die Sprachklassen

Sprach- Name akzeptierender Automat erzeugende

klasse Grammatik

Typ O rekursiv aufzédhlbar Turing-Maschinen beliebige Grammatik

Typ 1 kontextsensitiv linear beschriankte kontextsensitive Gram-
Turing-Maschinen matik

Typ 2 kontextfrei nichtdeterministische kontextfreie Grammatik
Kellerautomaten

DKF deterministisch deterministische LR(k)-Grammatiken

kontextfrei Kellerautomaten
Typ 3 regular endliche Automaten regulare Grammatik

(Socher, S. 115)

18



Tabelle 5.3: Abgeschlossenheitseigenschaften der Sprachklassen

Sprach- Durchschnitt Vereinigung Komplement Konkatenation Kleene-Stern
klasse

Typ 0 ja ja ja ja

Typ 1 ja ja ja ja

Typ 2 nein ja ja ja

DKF nein nein nein nein

Typ 3 ja ja ja ja

(Socher, S. 115)

Tabelle 5.4: Entscheidbarkeitsresultate fiir die Sprachklassen

Sprach- Wortproblem Leerheitsproblem Endlichkeits- Aquivalenzproblem
klasse problem

Typ O nein nein nein nein

Typ 1 ja nein nein nein

Typ 2 ja ja ja nein

DKF ja ja ja ?

Typ 3 ja ja ja ja

(Socher, S. 116)

Definition 5.6: Loop-Berechenbarkeit

Das LoopP-Programm P mit |V(P)| = r berechnet die Funktion f: Ne N, mit k<r

falls fiir alle n € N*
3((0, n, 0), P) = v mit vy = f(n).

Die Funktion f heifit in diesem Fall LOOP-berechenbar.

(Socher, S. 121)

Satz 5.7

Die Funktion aj, lasst sich durch ein LOOP-Programm mit genau 2 LOOP-Anweisun-
gen berechnen, jedoch nicht durch ein LOOP-Programm mit weniger LOOP-Anwei-

sungen.

(Socher, S. 122)

Definition 5.7: While-Berechenbarkeit

Das While-Programm P mit | V(P)| = r berechnet die (partielle) Funktion f: NE N,

mit k < r falls

8((0, n, 0), P) = v mit v; = f(n)

fur allen=(nq, ..., ny) € N, fiir die f(n) definiert ist. Die Funktion f heiflt in diesem
Fall While-berechenbar.
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(Socher, S. 124)

Satz 5.8 Aquivalenz von Turing-Berechenbarkeit und While-Berechenbarkeit

Eine (partielle) Funktion ist Turing-berechenbar genau dann, wenn sie While-bere-
chenbar ist.

(Socher, S. 125)

Definition 5.8: Goto-Berechenbarkeit

Das GOTO-Programm P mit | V(P)| = r berechnet die (partielle) Funktion f: NE N,
mit k < r, falls

(0, n, 0), 1) >* (v, 0) mit v; = f(n)

fur alle n, fir die f(n) definiert ist. Die Funktion f heifit in diesem Fall GOTO-bere-
chenbar.

(Socher, S. 126)
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Codierung von Turing-Maschinen

Damit die universelle Turing-Maschine U die Maschinentabelle M einer konkreten
Turing-Maschine simulieren kann, muss M zunéchst mittels eines geeigneten Co-
dierungsverfahrens in Bin&rcode codiert werden, sodass dieser als Eingabe von U
gelesen werden kann. Zur Vereinfachung treffen wir einige einschrankende Annah-

men Uber die Parameter der Maschine M. Die Zeichen des Eingabe- und des Bandal-
phabets der Maschine M lassen sich unter ausschlieBlicher Verwendung der drei
Zeichen 0, 1 und # codieren. Weiterhin nehmen wir an, dass Z = {2y, 29,..., 2,,} die
Zustandsmenge von M ist mit z; als Startzustand und z4 als einzigem Endezustand,
denn jede Turing-Maschine mit mehreren Endezustinden lasst sich in eine Aquiva-
lente Maschine mit nur einem Endezustand transformieren. M ist also eine nor-
mierte Maschine mit
M Zustandsmenge Z = {21, 29,.-., 2, }»
B Eingabealphabet = = {0, 1},
B Bandalphabet I' = {0, 1, #},
M Startzustand z; und
M einzigem Endezustand z,.
Wir definieren

X1:O,X2:1,X3:#
fiir die Zeichen des Bandalphabets sowie

R,=L,Ry=R
fiir die Richtungen links bzw. rechts. Die Turing-Anweisung

6(Zia X]) = <2k9 Xl’ Rm)
wird dann durch folgendes Bindrwort codiert:

0'10/10%10'10™
Beispielsweise wird die Anweisung 8(z3, 0) = (z4, 1, L) einer normierten Maschine

zunéchst in der Form 8(z3, X7) = (z4, Xo, R1) notiert und anschlieBend als Bindrwort
000101000010010 codiert.

Sind nun ¢y, ¢y, ..., ¢, die Codierungen der Anweisungen der Maschine M, so wird
die komplette Maschinentabelle von M dargestellt durch das Bindrwort
111¢y11¢911 ...11¢,111.

(Socher, S. 128f)
Errata S. 130: Gibt es dagegen einen Block der Form 110°1071...

Errata S. 131: 0F10'10™11 ist und ersetzt das . ..

Hausaufgaben:

Bearbeiten sie bitte die Aufgaben 5.1, 5.2, 5.3, 5.5. Entwickeln Sie eine Turingmaschine, die den Bandin-

halt kopiert.
Sie kénnen ihre Ergebnisse mit den Losungsvorschligen im Anhang abgleichen. Die Hausaufgaben werden

nicht eingereicht.
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Mogliche Klausuraufgaben zu Kapitel 5:

Geben Sie zu einer Sprache eine Turingmaschine an, die die Sprache akzeptiert (Aufgabe 5.2,5.3,5.4)
Fiihren Sie die Berechnung fiir ein Beispielwort durch.

Multiple-Choice Questions zu Aussagen iiber Berechenbarkeit (welche der folgenden Aussagen ist
wahr? Bsp. Alle berechenbaren Funktionen sind rekursiv. Sind alle rekursiv aufzdhlbaren Sprachen
auch regulir?)

Geben Sie zu einer gegebenen Turingmaschine die Gédelnummer an.

Wandeln sie eine Gédelnummer in die entsprechende Turingmaschine um.
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6. Kapitel

Definition 6.1: Entscheidbarkeit

Sei X ein Alphabet. Die Sprache L C X* heilit entscheidbar, falls die charakteristi-
sche Funktion  : £* — {0, 1}, x(x) = [x € L] Turing-berechenbar ist.

(Socher, S. 136)

Satz 6.1

Die Sprache L ist entscheidbar genau dann, wenn sie rekursiv ist, das heillt, wenn
es eine Turing-Maschine gibt, die stets halt und L akzeptiert.

(Socher, S. 136)

Definition 6.2: Semi-Entscheidbarkeit

Die Sprache L C X* heilit semi-entscheidbar, falls es eine Turing-Maschine M gibt
mit:

1 fallswe L

() = { 1 fallswe L

Dies ist genau dann der Fall, wenn L rekursiv aufzidhlbar ist.

(Socher, S. 137f)
Anmerkungen & Fragen:

e Zur Erinnerung 1 steht fiir nicht definiert.

Satz 6.2

Die Sprache L # & ist semi-entscheidbar genau dann, wenn es eine berechenbare to-
tale Funktion f: N — L gibt mit L = f(N).

(Socher, S. 138)

Satz6.3

Die Sprache L C X* ist entscheidbar genau dann, wenn sowohl L als auch L=%* — L
semi-entscheidbar sind.

(Socher, S. 139)
Errata S. 141: Warum ist es so klar, dass der Code 3 aus Beispiel 6.1 nicht geeignet ist?

Definition 6.3: Postsches Korrespondenzproblem

Das Postsche Korrespondenzproblem (PKP) lautet:
Gegeben: Alphabete £ und I' und zwei Funktionen o, § : ¥ — T'*
Gefragt: Gibt es ein Wort w € X* — {&} mit ol(w) = B(w)?

(Socher, S. 143)
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Definition 6.4: Allgemeines Halteproblem

Das allgemeine Halteproblem lautet:
Gegeben: eine Turing-Maschine M und ein Eingabewort w.

Gefragt: Terminiert M bei Eingabe von w?

(Socher, S. 145)
Errata S. 143: Es ist jedoch leicht zu sehen, dass ... (sieche Aufgabe 6.4).

Definition 6.5: Spezielles Halteproblem

Das spezielle Halteproblem lautet:

Gegeben: eine Turing-Maschine M.

Gefragt: Terminiert M bei Eingabe von (M)?

Es gilt: Das spezielle Halteproblem ist unentscheidbar.

(Socher, S. 145)

Satz 6.4

Das allgemeine Halteproblem ist unentscheidbar.

(Socher, S. 146)

Definition 6.6: Spezielles Halteproblem mit leerem Eingabewort

Das spezielle Halteproblem mit leerem Eingabewort (H) lautet:
Gegeben: eine Turing-Maschine M.
Gefragt: Terminiert M bei Eingabe von €?

Es gilt: Das spezielle Halteproblem mit leerem Eingabewort ist unentscheidbar.

(Socher, S. 148)

Definition und Satz 6.7: Reduzierbarkeit

Die Sprache L; C X* heil3t reduzierbar auf die Sprache Ly C T'¥, falls es eine totale
berechenbare Funktion f: X* — I'* gibt, sodass fiir alle w € X* gilt:

w € L genau dann wenn f(w) € L.
Wir schreiben in diesem Fall L; < Lq. Es gilt:

Ist L1 < Ly und ist Ly entscheidbar, so ist auch L; entscheidbar, bzw. umgekehrt
formuliert: Ist L unentscheidbar, so ist auch Ly unentscheidbar

(Socher, S. 149)
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Definition und Hilfssatz 6.8: Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem

Das modifizierte Postsche Korrespondenzproblem (MPKP) lautet:

Gegeben: Alphabete X und I, ein Startzeichen a € X und zwei Funktionen o,  : 2
— I'*

Gefragt: Gibt es ein Wort w € Z* mit o(aw) = B(aw)?

Es gilt MPKP < PKP, das heilit, wenn das MPKP entscheidbar wire, so wire auch
das PKP entscheidbar.

(Socher, S. 151)
Errata S. 151: Definition 6.8: Es gilt MPKP < PK P, das heift wenn das MPKP unentscheidbar ist,
so ist auch das PKP unentscheidbar.

Errata S. 151: In dem Beispiel zum MPKP muss in der rechten Tabelle die vorletzte Zeile so aussehen:
X KPRO*¥IF1I*1* *1*0

Satz 6.5

Das PKP ist unentscheidbar.

(Socher, S. 152)
Errata S. 152: Das Wort S(u) ist also dem Wort «(u) stets um genau einen Berechnungsschritt voraus.

Errata S. 156: Wir zeigen dies durch Reduktion des PKP auf das Schnittproblem.

Satz 6.6

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Sprachen ist unentscheidbar.

(Socher, S. 156)

Satz 6.7 Satzvon Rice

Sei E irgendeine nichttriviale Eigenschaft berechenbarer Funktionen. Dann ist das
folgende Problem unentscheidbar:

Gegeben: Eine Turing-Maschine M.
Gefragt: Hat f); die Eigenschaft E?

(Socher, S. 157)
Errata S. 157: es gibt mindestens eine Turing-Maschine Q, sodass fg die Eigenschaft E nicht besitzt.

Hausaufgaben:

Bearbeiten sie bitte die Aufgabe 6.2

Sie kénnen ihre Ergebnisse mit den Losungsvorschldgen im Anhang abgleichen. Die Hausaufgaben werden
nicht eingereicht.

Mogliche Klausuraufgaben zu Kapitel 6:

e Multiple-Choice Questions zu Aussagen iiber Entscheidbarkeit (welche der folgenden Aussagen ist
wahr? Bsp. Jede rekursive Sprache ist semi-entscheidbar.)

e Zeigen Sie mithilfe der Reduzierbarkeit, dass das spezielle Halteproblem mit leerem Eingabewort
unentscheidbar ist.
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7. Kapitel

Definition 7.1: Die O-Notation

Seien f, g : N — R zwei Funktionen. Wir sagen, f ist von der Ordnung g, falls es eine
Konstante ¢ > 0 und eine natiirliche Zahl n gibt, sodass gilt:

f(n) < c-g(n) fir alle n > ny,.

Mit O(g) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen der Ordnung g.

(Socher, S. 165)

Satz7.1

Sei f(n) = aknk +ta,_ lnk‘ Ly 4+ a ein Polynom vom Grad k. Dann gilt f= O(nk).

(Socher, S. 165)

Tabelle 7.1: Die wichtigsten Komplexitatsklassen

Klasse Ordnung
konstant 0(1)
logarithmisch O(log n)

linear O(n)

n-log-n O(n log n)
quadratisch O(nZ)
polynomiell O(nk) firk>1
exponentiell O™ fird > 1

(Socher, S. 166)

Abbildung 7.8: Die Wachstumsfunktionen » und - logn im Vergleich
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2 4 8 16 32 64 128 | 256

512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 |16384 32768 | 65536

131072(262144|524288(104857(2097152|4194304(8388608 16777216

9- 9- 9- 10- 10- 10-

32 |OTIONGH Ghellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig

10- 11- 11- 11- 12- 12- 12- 12-
stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig

13- 13- 13- 14- 14- 14- 15- 15-
stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig

15- 16- 16- 16- 16- 17- 17- 17-
stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig

18- 18- 18- 19- 19- 19- 19- 20-
stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig | stellig

Abbildung 7.9: Die Wachstumsfunktionen 72 und 2" im Vergleich
(S. 357f aus Dirk W. Hoffmann, Theoretische Informatik, Hanser, 2. Auflage, 2011)

Definition 7.2: Laufzeitfunktion einer Turing-Maschine

Sei M eine deterministische oder nichtdeterministische (Mehrband)-Turing-Maschi-
ne. Die Laufzeitfunktion ty;: £* — N ist folgendermaflen definiert: ¢y, (w) = n, falls n
die minimale Lange einer terminierenden Berechnung (#, zo, w) —>* (v, z,, w) bei
Eingabe von w ist. Halt M bei Eingabe von w nicht, so setzen wir ¢;/(w) = 0.

Die Worst-case-Laufzeitfunktion Ty : N — N ist folgendermallen definiert:

Ty(n) = max({ty(w)|w e Z*, [w| = n}).

(Socher, S. 169)

Definition 7.3: Die Klasse P

Eine Sprache L heilit polynomiell, falls es eine deterministische Turing-Maschine M
mit L = (M) gibt, sodass

Ty= O(nk) fiir ein & > 0.
Die Klasse der polynomiellen Sprachen wird mit P bezeichnet.

(Socher, S. 169)

Satz 7.2

a) Ist die Entscheidungsvariante des Rucksackproblems effizient 16sbar, dann auch
die Zahlvariante.

b) Ist die Zahlvariante des Rucksackproblems effizient losbar, dann auch die Opti-
mierungsvariante.

(Socher, S. 171)
Errata S. 176: (in diesem Fall die Bepackung [0,0,0,0,0])

Errata S. 176: (im Beispiel [0,0,0,0,1])

Errata S. 176: In den Zeilen 8 und 9 des Listings muss G durch G1 ersetzt werden (gewichte(G1),
skalarprodukt (X,G1,XG))
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. Errata S. 176: In den Zeilen 14 und 15 des Listings muss W durch W1 ersetzt werden (nutzen(W1),
skalarprodukt (X,W1,XW))

Definition 7.3: Die Klasse P

Eine Sprache L heilit polynomiell, falls es eine deterministische Turing-Maschine M
mit L = (M) gibt, sodass

Ty = O(n®) fiir ein & > 0.
Die Klasse der polynomiellen Sprachen wird mit P bezeichnet.

(Socher, S. 177)

Satz7.3

Die Entscheidungsvarianten der Probleme KP, CLIQUE, TSP, BPP und SAT sind in
NP.

(Socher, S. 177)
Errata S. 178: die Erzeugung eines Losungskandidaten (das Orakel): bepackung (X,N)

Errata S. 179: Jede konkrete Instanz H des HP wird in diesem Beispiel in eine Instanz T des TSP
transformiert,. . .

Definition und Satz 7.5: Polynomielle Reduzierbarkeit

Die Sprache L; C X* heilit polynomiell reduzierbar auf die Sprache Ly C T'*, falls es
eine in polynomieller Zeit berechenbare Funktion f: X* — I'* gibt, sodass fir alle w
€ X* gilt:

we Ly gdw. f(w) € L.
Wir schreiben in diesem Fall L; < Ly. Es gilt:

Ist Ly < Ly und ist Ly € P (bzw. NP), so ist auch L; € P (bzw. NP).

(Socher, S. 179f)

Definition 7.6: NP-Vollstandigkeit

Eine Sprache L heilit NP-hart, falls L'<,, L fiir jedes L"€ NP gilt.
Eine Sprache L heilit NP-vollstiandig, falls L € NP und L NP-hart ist.

(Socher, S. 180)

Satz7.4

Sei L NP-vollstandig.

a) Falls L € P, soist P=NP.

b) Falls L ¢ P, soist L” ¢ P fiir jedes NP-vollstdndige Problem L.
¢) Ist L<, L’ soist L" NP-hart.

(Socher, S. 180)
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Satz7.5 Satz von Cook

Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT) ist NP-vollstandig.

(Socher, S. 181)

Satz7.6

Das Problem 3-SAT ist NP-vollstéandig.

(Socher, S. 182)
Errata S. 183: Meiner Ansicht nach muss die folgende Bedingung gelten: I'(w;) = 1, wenn k > ¢ + 2.

Errata S. 183: Dann lésst sich leicht nachrechnen, dass all Klauseln C, j =1, ...4 erfiillt sind.
Errata S. 183: Sei ¢ > 1 der kleinste Index, sodass ...
Errata S. 183: Ist I(w;) =1 fiir alle i = 1,2,3, so ist ...

Satz7.7

Das Problem CLIQUE ist NP-vollstandig.

(Socher, S. 183)

Satz7.8

Das Problem VC ist NP-vollstandig.

(Socher, S. 184)

Mogliche Klausuraufgaben zu Kapitel 6:

e Multiple-Choice Questions zu Aussagen iiber Komplexitét.

e Bestimmung der Komplexitéatsklasse fiir sehr einfache Algorithmen.
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8. Kapitel

Definition 8.1: Partition

Eine Partition einer Menge M ist eine Menge {Kj,....K,,} mit K;c M furi=1,...,n
mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes x € M gibt es genau ein K; mit x € K;.

(Socher, S. 189)

Definition 8.2: Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat

Gegeben sei eine Relation R auf der Grundmenge M.

a) R heilt reflexiv, falls x R x fur alle x € M gilt.

b) R heilit symmetrisch, falls fur alle x, y € M aus x R y stets y R x folgt.

¢) R heilit transitiv, falls fiir alle x, y, z€ M aus x R y und y R z stets x R z folgt.

(Socher, S. 190)

Definition 8.3: Aquivalenzrelation

Eine Aquivalenzrelation ist eine reflexive, symmetrische und transitive Relation.

(Socher, S. 190)

Satz 8.1
Seien M und N Mengen und sei f eine Abbildung von M in N. Dann ist die Relation
=pauf M, die definiert ist durch: m, =; my, falls f(m;) = f(my), eine Aquivalenzrelati-
on.
(Socher, S. 191)
Satz 8.2

Ist R eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, so bildet die Menge der Aquivalenz-
klassen von R eine Partition von M.

) (Socher, S. 191)
Errata S. 191: Offenbar bildet in Beispiel 8.5 a) und b) die Aquivalenzklassen eine Partition der ...

Satz 8.3

Sei {Kj,...,K,} eine Partition von M und sei die Relation R auf M definiert durch
xRy, falls sich x und y in der derselben Klasse befinden. Dann ist R eine Aquivalenz-
relation.

(Socher, S. 192)
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Definition 8.4: Graph

Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V, deren Elemente Knoten
(engl. vertices) genannt werden, und einer Menge E von Mengen {u, v} mitu, ve V
und u # v, die Kanten (engl. edges) genannt werden.

Ist e = {u, v} eine Kante zwischen « und v, so sagt man auch, e ist inzident mit «
und v oder « und v sind adjazent (benachbart).

(Socher, S. 194)

Errata S. 223: Das Literaturverzeichnis ist eine Katastrophe und zeugt von einem fehlenden Lektorat.
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