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Formal definiert man einen Automaten folgendermaßen:

Definition 2.1: Deterministischer endlicher Automat, DEA

Ein deterministischer endlicher Automat besteht aus den fünf Komponenten Z, Σ, δ,
z0, E.

" Z ist eine endliche Menge von Zuständen.

" Σ ist ein Alphabet, das sog. Eingabealphabet.

" δ : Z × Σ → Z ist die Übergangsfunktion.

" z0 ∈ Z ist der Startzustand.

" E ⊆ Z ist die Menge der Endezustände.

Im Folgenden werden die Endezustände in der graphischen Darstellung doppelt
umrandet und in der Tabellenform mit /E gekennzeichnet.

Beispiel 2.2: Ein Automat zur lexikalischen Analyse

Der Automat ALA = (Z, Σ, δ, z0, E) prüft, ob das Eingabewort eine nach der Konven-
tion der Programmiersprache Pascal korrekt geschriebene ganze Zahl ohne führen-
de Nullen darstellt. Als gültige Eingabezeichen kommen die Ziffern 0 bis 9 sowie das
Vorzeichen – in Frage, also

Σ = {–, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Abbildung 2.3 zeigt die graphische Darstellung des Automaten.

Zu Beginn (das heißt im Startzustand z0) können wir je nach erstem Eingabezeichen
drei Fälle unterscheiden:

a) Das erste Zeichen ist eine Null. Der Automat springt in den Zustand z3. Dieser
muss ein akzeptierender Zustand sein, denn 0 ist ein gültiges Eingabewort.
Anschließend darf jedoch kein weiteres Zeichen mehr kommen, denn führende
Nullen sind nicht erlaubt.
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Abbildung 2.3: Ein Automat zur lexikalischen Analyse
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b) Das erste Zeichen ist eine Ziffer ungleich 0. Der Automat springt nach z2, der
auch ein akzeptierender Zustand sein muss. Anschließend dürfen beliebig viele
Ziffern, jedoch kein Vorzeichen kommen.

c) Das erste Zeichen ist das Vorzeichen. Der Automat springt nach z1. Kommt nun
eine weitere Ziffer ungleich 0, so springt der Automat in den Zustand z2. "

Ein Eingabewort für einen endlichen Automaten A ist ein Wort über dem Alphabet
Σ. Kommen in einem Wort Zeichen vor, die nicht dem Eingabealphabet angehören,
so kann der Automat dieses Wort nicht verarbeiten.

In Anlehnung an die Pfeile in der graphischen Darstellung schreiben wir auch z →a
z´, falls z´ = δ(z, a) gilt, sowie z →Σ z´, falls es ein Zeichen a ∈ Σ gibt mit z →a z´.

Verarbeitung eines Eingabewortes

Die Verarbeitung eines Eingabewortes lässt sich mit Hilfe so genannter Konfigura-
tionen beschreiben.

Betrachten wir als Beispiel den Automaten ALA zur lexikalischen Analyse. Das Ein-
gabewort sei w = –304. Zu Beginn der Verarbeitung befindet sich der Automat im
Zustand z0, und das Eingabewort ist –304. Aktueller Zustand und verbleibendes
Eingabewort bilden zusammen die wesentliche Information, die zur Verarbeitung
einer Eingabe nötig ist. Im ersten Schritt wird das Minuszeichen gelesen und der
Automat geht in den Zustand z1 über. Das aktuelle Eingabewort ist nun 304. Dies
wird durch den folgenden Übergang beschrieben:

(z0, –304) → (z1, 304).

Definition 2.2: Konfiguration

Eine Konfiguration eines endlichen Automaten A ist ein Paar (z,w) mit z ∈ Z,
w ∈ Σ*. Dabei bezeichnet z den aktuellen Zustand, in dem sich der Automat zu ei-
nem Zeitpunkt der Berechnung befindet, und w das verbleibende Eingabewort.

Die Übergangsrelation → auf der Menge der Konfigurationen von A ist definiert
durch

(z,aw) → (z´,w), falls z →a z´.

Betrachten wir nun die weitere Verarbeitung im obigen Beispiel.

Die komplette Verarbeitung des Wortes w = –304 lässt sich beschreiben durch die
Folge

(z0, –304) → (z1, 304) → (z2, 04) → (z2, 4) → (z2, ε).

Dies lässt sich unter Verwendung der transitiven, reflexiven Hülle →* (siehe Ab-
schnitt 8.3) der Relation → auch folgendermaßen beschreiben:
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(z0, –304) →* (z2, ε).

Die Verarbeitung endet in dem Zustand z2, der ein akzeptierender Zustand ist. Dem
entspricht die Tatsache, dass das Eingabewort –304 eine korrekt geschriebene gan-
ze Zahl ist.

Die Verarbeitung des Wortes w = –3–0, welches keine korrekte ganze Zahl darstellt,
lässt sich beschreiben durch die Folge

(z0, –3–0) → (z1, 3–0) → (z2, –0) → (z4, 0) → (z4, ε)

bzw. in Kurzform:

(z0, –3–0) →* (z4, ε).

Der Zustand z4 ist kein akzeptierender Zustand, also wird das Eingabewort –3–0
nicht akzeptiert.

Ein Eingabewort w wird also genau dann akzeptiert, wenn die Verarbeitung von w
in einem akzeptierenden Zustand ze endet. Die Menge aller Eingabewörter, die vom
Automaten A akzeptiert werden, heißt die von A akzeptierte Sprache.

Definition 2.3: Akzeptierung durch einen DEA, reguläre Sprache

Der DEA A akzeptiert das Eingabewort w genau dann, wenn es ein ze ∈ E gibt mit

(z0,w) →* (ze,ε).

Die vom Automaten A akzeptierte Sprache L (A) ist definiert durch:

L (A) = {w ∈ Σ* |A akzeptiert w}.

Eine Sprache L heißt regulär, falls es einen DEA A gibt, der L akzeptiert, das heißt,
wenn L = L (A) gilt.

Ist A ein DEA, der die Sprache L akzeptiert, so schreiben wir auch A ist ein Automat
für L.

Wir verwenden im Folgenden die erweiterte Übergangsfunktion δ: Wir erweitern δ
zu einer Funktion δ : Z × Σ* → Z mit δ(z, w) = z´, falls (z,w) →* (z´,ε). Mit dieser No-
tation lässt sich die Akzeptierung des Wortes w folgendermaßen beschreiben: A ak-
zeptiert w, wenn δ(z0, w) ∈ E gilt.

Die Sprache des Automaten AP zur Paritätsprüfung ist die Menge aller Binärwörter
mit gerader Parität:

L (AP) = {w ∈ Σ* | |w|1 ist gerade}.

Die Sprache des Automaten ALA zur lexikalischen Analyse ist die Menge aller kor-
rekt geschriebener Ganzzahlen. Diese beiden Sprachen sind also regulär.

Die beiden in Abbildung 2.4 dargestellten Automaten A1 und A2 akzeptieren offen-
bar beide genau diejenigen Binärwörter, die mit einer Eins enden:
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L (A1) = L (A2) = {w1 |w ∈ Σ*}.

Da die Funktion eines Automaten ausschießlich im Akzeptieren von Wörtern be-
steht, können Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, als äquivalent angese-
hen werden.

Definition 2.4: Äquivalenz von Automaten

Zwei Automaten A1 und A2 heißen äquivalent, geschrieben A1 ≡ A2, wenn sie diesel-
be Sprache akzeptieren, das heißt, wenn L (A1) = L (A2) gilt.

Die Relation ≡ ist eine Äquivalenzrelation (siehe Abschnitt 8.3).

Gerät der Automat ALA zur lexikalischen Analyse (siehe Abbildung 2.3) während
der Verarbeitung eines Eingabewortes im Zustand z4, so bleibt er anschließend in
diesem Zustand, insbesondere kann er nie mehr einen akzeptierenden Zustand er-
reichen. Einen solchen Zustand, von dem aus kein akzeptierender Zustand erreich-
bar ist, nennt man einen Fehlerzustand.

Definition 2.5: Erreichbarkeit, Fehlerzustand

Der Zustand z´ heißt erreichbar vom Zustand z, falls es ein Wort w gibt, so dass (z,w)
→* (z´,ε) gilt. [z]* bezeichnet die Menge aller von z erreichbaren Zustände.

Ein Fehlerzustand eines Automaten A ist ein Zustand, von dem aus kein Endezu-
stand erreichbar ist, also ein Zustand z, für den [z]* ∩ E = ∅ gilt.

Der Automat ALA zur lexikalischen Analyse befindet sich nach Eingabe eines Mi-
nuszeichens im Zustand z1. Anschließend darf noch eine beliebige korrekt geschrie-
bene ganze Zahl ohne Vorzeichen kommen. Man sagt, der Automat akzeptiert im Zu-
stand z1 jede beliebige korrekt geschriebene ganze Zahl ohne Vorzeichen.

Definition 2.6: Akzeptierung im Zustand z

Der DEA A akzeptiert das Eingabewort w im Zustand z wenn es ein ze ∈ E gibt mit

(z,w) →* (ze,ε).
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Abbildung 2.4: Zwei äquivalente Automaten
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q0start
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Die von A im Zustand z akzeptierte Sprache L (A, z) ist definiert durch:

L (A, z) = {w ∈ Σ* |A akzeptiert w im Zustand z}.

Mit der erweiterten δ-Notation lässt sich auch schreiben: A akzeptiert das Eingabe-
wort w im Zustand z, wenn δ(z, w) ∈ E gilt. Aus der Definition folgt: z ∈ E genau
dann, wenn ε ∈ L (A, z).

Wird im Startzustand des Automaten ALA eine Null eingegeben, so kann anschlie-
ßend keine weitere Zeichenfolge eine gültige ganze Zahl ohne führende Nullen erge-
ben. Da allerdings das Zeichen Null selbst eine gültige Zahl darstellt, ist in diesem
Fall L (ALA, z1) nicht leer, sondern es gilt L (ALA, z1) = {ε}.

Für den Fehlerzustand z4 dagegen gilt L (ALA, z4) = ∅. Offensichtlich ist ein Zu-
stand z eines DEA A genau dann ein Fehlerzustand, wenn L (A, z) = ∅ gilt (siehe
Aufgabe 2.13).

2.4 Minimierung endlicher Automaten

Der Minimalautomat

Die beiden in Abbildung 2.4 dargestellten Automaten A1 und A2 zeigen, dass es im
Allgemeinen für eine Sprache L mehrere Automaten mit unterschiedlich vielen Zu-
ständen gibt, die L akzeptieren. Für die Implementierung eines endlichen Automa-
ten, der eine Sprache L erkennen soll, ist es sicherlich sinnvoll, die Anzahl der erfor-
derlichen Zustände zu minimieren.

Definition 2.7: Minimalautomat

Sei L eine reguläre Sprache über dem Alphabet Σ und sei A ein Automat, der L ak-
zeptiert, das heißt L = L (A).

A heißt Minimalautomat für L, falls es keinen Automaten A´ für L gibt, der weniger
Zustände als A hat.

Isomorphie endlicher Automaten

Der Minimalautomat für L ist sogar eindeutig bestimmt, das heißt, sind A1 und A2
zwei Minimalautomaten für L, so unterscheiden sie sich lediglich in der Benennung
der Zustände. Die beiden in Tabelle 2.2 gezeigten Automaten A1 und A2 sind offen-
bar strukturgleich, sie haben dasselbe Eingabealphabet, gleich viele Zustände,
gleich viele Endezustände und auch die Verbindungsstruktur ist die gleiche. Man
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kann A1 aus A2 erhalten, indem man die Zustände folgendermaßen umbenennt: z0
→ w0, z1 → w2, z2 → w3, z3 → w4, z4 → w1.

Tabelle 2.2: Zwei isomorphe Automaten

Formal wird die Strukturgleichheit von Automaten folgendermaßen formuliert:

Definition 2.8: Isomorphie von Automaten

Die beiden Automaten A1 = (Z1, Σ, δ1, z01, E1) und A2 = (Z2, Σ, δ2, z02, E2) heißen iso-
morph, wenn es eine bijektive Abbildung f : Z1 → Z2 gibt mit:

f(z01) = z02

f(E1) = E2

z →a z´ gdw.1 f(z) →a f(z´).

Im Folgenden soll ein algorithmisches Verfahren entwickelt werden, um einen gege-
benen DEA A zu minimieren. Ziel der Minimierung ist es, einen DEA A mit folgen-
den Eigenschaften zu konstruieren:

" A ist äquivalent zu A und

" es gibt keinen Automaten A´ ≡ A, der weniger Zustände als A hat.

Entfernen nicht erreichbarer Zustände

Beispiel 2.3:

Als Beispiel betrachten wir den in Abbildung 2.5 dargestellten Automaten A. Es ist
leicht zu erkennen, dass der Zustand z3 überflüssig ist, da er vom Startzustand z0
aus niemals erreicht werden kann, das heißt, es gilt z3 /∈ [z0]*. Man kann also einen
Automaten A´ konstruieren, indem aus A der Zustand z3 entfernt wird. Dieser Auto-
mat A´ ist sicherlich äquivalent zu A, denn ist w ∈ L (A), so gibt es eine Berechnung
(z0, w) →A* (ze, ε). Darin kommt der Zustand z3 nicht vor, da er vom Startzustand

A1 0 1 A2 0 1

z0 z1 z3 w0 w2 w4

z1 z0 z4 w1 w3 w1

z2/E z4 z2 w2 w0 w1

z3/E z4 z3 w3/E w1 w3

z4 z2 z4 w4/E w1 w4

1 „gdw.“ heißt „genau dann, wenn“
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aus nicht erreicht werden kann. Also gilt auch (z0, w) →*A´ (ze, ε). Dies bedeutet,
dass jedes Wort, das von A akzeptiert wird, auch von A´ akzeptiert wird und umge-
kehrt, also sind die beiden Automaten äquivalent. "

Allgemein gilt: Sei A ein DEA. Entsteht der Automat A´ aus A durch Entfernen aller
Zustände, die nicht in [z0]* sind, so gilt A ≡ A´.

Konkret sieht dies so aus, dass in der Tabelle für A alle Zeilen gestrichen werden,
die zu einem Zustand gehören, der nicht von z0 aus erreichbar ist, also nicht in [z0]*
ist. Dazu ist jedoch noch zu beweisen, dass in allen Zellen der verbleibenden Tabelle
nur noch Zustände aus [z0]* erscheinen (siehe Aufgabe 2.11).

In Aufgabe 2.12 soll ein Algorithmus entwickelt werden, um die Menge [z0]* der von
z0 aus erreichbaren Zustände zu bestimmen.

Das Löschen überflüssiger Zustände reicht nicht aus, um einen minimalen Automa-
ten zu erhalten. Die beiden Automaten A1 und A2 in Abbildung 2.4 sind äquivalent
wobei A1 einen Zustand weniger als A2 enthält. Das bedeutet, dass A2 nicht minimal
sein kann. A2 enthält aber andererseits keinen überflüssigen Zustand.

Zusammenlegen äquivalenter Zustände

Offensichtlich kann man den Automaten A1 aus A2 konstruieren, indem man die
beiden Zustände z0 und z2 zusammenlegt. Diese Verschmelzung der beiden Zustän-
de wird dadurch gerechtfertigt, dass z0 und z2 äquivalent sind, das heißt, dass
L (A2, z0) = L (A2, z2) gilt.

Definition 2.9: Äquivalenz von Zuständen

Zwei Zustände z und z´ eines DEA A heißen äquivalent, in Zeichen z ≡ z´, falls
L (A, z) = L (A, z´) gilt.

Offenbar ist die Relation ≡ eine Äquivalenzrelation auf der Menge Z. Zur Minimie-
rung eines DEA A muss also zunächst die Äquivalenzrelation ≡ bestimmt werden.
Anschließend werden äquivalente Zustände zusammengefasst.

Beispiel 2.4: Zusammenfassen äquivalenter Zustände

Als Beispiel betrachten wir den in Abbildung 2.5 links dargestellten Automaten A.
Die Zustände z1 und z2 sind äquivalent, denn es gilt

L (A, z1) = L (A, z2) = {0n1w | w ∈ Σ*}.

Die Äquivalenzklassen von Z sind

[z0] = {z0}
[z1] = {z1, z2}
[z3] = {z3}.
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Durch Zusammenfassen der Zustände z1 und z2 in der Äquivalenzklasse [z1] entsteht
der in Abbildung 2.5 rechts dargestellte Automat A. Die Zustandsübergänge werden
entsprechend angepasst. Beispielsweise wird aus dem Übergang z1 →0 z2 im Aus-
gangsautomaten der Übergang [z1] →0 [z1] im Minimalautomaten (siehe Tabelle
2.3). "

Tabelle 2.3: Zusammenlegen äquivalenter Zustände

Dabei ist jedoch noch nicht geklärt, ob durch das Zusammenlegen äquivalenter Zu-
stände die Übergangsfunktion eindeutig definiert bleibt. Folgender Fall könnte auf-
treten: Die Zustände z1 und z2 seien äquivalent, ferner gelte z1 →a z3 sowie z2→a z4.
Die Zustände z3 und z4 seien jedoch nicht äquivalent. Nach dem Zusammenlegen
von z1 und z2 wäre der a-Übergang von [z1] nicht mehr eindeutig.

Wir wollen allgemein zeigen, dass dies nicht der Fall sein kann. Zunächst halten wir
Folgendes fest: Falls es in einem DEA einen Übergang z →a z´ gibt, dann gilt für je-
des Wort w: w ∈ L (A, z´) genau dann, wenn aw ∈ L (A, z). Anders formuliert: Es gilt
w ∈ L (A, δ(z,a)) genau dann, wenn aw ∈ L (A, z).

Sei nun z1 ≡ z2 und es gelte z1 →a z3 sowie z2 →a z4. Dann gilt:

w ∈ L (A, z3) ⇔ aw ∈ L (A, z1) ⇔ aw ∈ L (A, z2) ⇔ w ∈ L (A, z4)

Das heißt, es gilt z3 ≡ z4, und damit ist die Übergangsfunktion eindeutig definiert.

Definition 2.10: Der Minimalautomat

Sei A = (Z, Σ, δ, z0, E) ein DEA. Sei [z] die Äquivalenzklasse von z bezüglich ≡. Der
Automat A = (Z, Σ, δ, z0, E) ist definiert durch:

A 0 1 A 0 1

z0 z1 z2 [z0] [z1] [z1]
z1 z2 z3 [z1] [z1] [z3]
z2 z1 z3 [z3]/E [z3] [z3]
z3/E z3 z3

1

0

0 0

1

1

Abbildung 2.5: Zu minimierender Automat A (links), Minimalautomat A (rechts)

0,1

z3

z1

z2

z0 [z0] [z1] [z3]
0,1 1

0,1
0
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Z = {[z] |z ∈ Z},
δ = {[z] →a [z´] |z →a z´ ∈ δ},

z0 = [z0],

E = {[z] |z ∈ E}.

Dann ist A der Minimalautomat für L (A).

Konstruktion der Äquivalenzrelation ≡

Im Folgenden soll ein Verfahren dargestellt werden, um die Äquivalenzrelation ≡
auf der Menge der Zustände zu konstruieren. Definition 2.9 ist dafür nicht geeignet,
denn die Mengen L (A, z) sind im Allgemeinen unendlich. Anstatt Paare äquivalen-
ter Zustände zu finden, geht der Algorithmus so vor, dass sukzessive Paare von Zu-
ständen markiert werden, die nicht äquivalent sind. Zu diesem Zweck benutzt man
eine Tabelle, deren Zeilen und Spalten mit den Zuständen von A gekennzeichnet
sind.

Als Beispiel dient der Automat aus Abbildung 2.5. Zunächst wird die Tabelle, in der
nichtäquivalente Paare von Zuständen markiert werden sollen, erstellt. Dabei ist zu
beachten, dass auf Grund der Reflexivität der Relation ≡ alle Diagonalelemente mit
≡ zu markieren sind. Wegen der Symmetrie der Relation ≡ reicht es außerdem, nur
den unterhalb der Diagonale liegenden Teil der Tabelle zu betrachten (siehe Tabelle
2.4 links).

Im ersten Schritt werden sämtliche Paare (z, z´) markiert, für die entweder z ∈ E
und z´ ∉ E oder umgekehrt gilt.

Im nächsten Schritt werden sämtliche noch nicht markierten Paare (z, z´) markiert,
für die es ein Zeichen a ∈ Σ gibt, sodass das Paar (δ(z, a), δ(z´, a)) bereits (in einem
vorangegangenen Schritt) markiert wurde.

Wir beginnen mit dem Paar (z0, z1). Der entsprechende Tabellenausschnitt lautet:

Tabelle 2.4: Minimierungstabelle: Ausgangszustand (links) und nach dem ersten Durchlauf (rechts)

z0 z1 z2 z3 z0 z1 z2 z3

z0 ≡ z0 ≡

z1 ≡ z1 ≡

z2 ≡ z2 ≡

z3 ≡ z3 × × × ≡

0 1
z0 z1

bereits markiertz1 z2

z2

z3
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gänge nicht wie beim deterministischen Automaten eindeutig durch den aktuellen
Zustand und das gelesene Zeichen bestimmt sind. Vom Zustand z2 aus gibt es über-
haupt keinen Folgezustand. Tabelle 2.6 zeigt, dass die Einträge in den Zellen eines
nichtdeterministischen Automaten nicht mehr wie beim DEA einzelne Zustände
darstellen, sondern Mengen von Zuständen. "

Ein nichtdeterministischer Automat ist genauso definiert wie ein deterministischer,
mit dem einzigen Unterschied, dass die Einträge in den Zellen der Tabelle nicht ein-
zelne Zustände, sondern Mengen von Zuständen sind. Beim NEA ist δ(z,a) also eine
Menge von Zuständen, das heißt δ(z,a) ⊆ Z bzw. δ(z,a) ∈ 2Z.

Definition 2.11: Nichtdeterministischer endlicher Automat, NEA

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat besteht aus den fünf Komponenten Z,
Σ, Δ, z0, E. Dabei sind Z, Σ, z0, E genauso definiert wie beim DEA (siehe Definition
2.1).

Für die Übergangsfunktion gilt δ : Z × Σ → 2Z

Wir schreiben z →a z´, falls z´ ∈ δ(z,a) gilt, sowie z →Σ z´, falls es ein Zeichen a ∈ Σ
gibt mit z →a z´.

Verarbeitung eines Eingabewortes

Die Verarbeitung eines Eingabewortes durch einen NEA lässt sich wieder mit Hilfe
von Konfigurationen beschreiben.

Betrachten wir den NEA aus Abbildung 2.6 mit dem Eingabewort w = 10101. Die er-
sten beiden Schritte der Verarbeitung verlaufen deterministisch:

(z0, 10101) → (z1, 0101) → (z1, 101).

Tabelle 2.6: Automatentabelle des Automaten aus Abbildung 2.6

0 1
z0 {z2} {z1}
z1 {z1} {z1,

z2}
z2/E ∅ ∅

Abbildung 2.6: Ein nichtdeterministischer Automat

1 1

0,1

z2

z1

z0
0
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Im nächsten Schritt jedoch gibt es zwei Möglichkeiten:

(z1, 101) → (z1, 01) und (z1, 101) → (z2, 01).

Insgesamt ergeben sich die folgenden Möglichkeiten für eine vollständige Ableitung:

Man beachte, dass die Konfiguration (z2, 01) keine Nachfolgekonfiguration besitzt,
da δ(z2, 0) = ∅ gilt.

Man kann sich die nichtdeterministische Verarbeitung des Eingabewortes als Raten
des erfolgreichen Weges vorstellen. Im Zusammenhang mit nichtdeterministischen
Turing-Maschinen (siehe Abschnitt 7.3) benutzt man auch die Vorstellung eines
Orakels, das dem NEA stets die richtige Richtung sagt, wenn er an einer Weggabe-
lung steht und nicht weiß, welche Richtung er einschlagen soll. Wenn in unserem
Beispiel auf das Orakel Verlass ist, dann endet die Verarbeitung im akzeptierenden
Zustand z2, und dies reicht aus, dass das Eingabewort akzeptiert wird.

Beim NEA wird für die Akzeptierung eines Eingabewortes w also verlangt, dass es
eine Verarbeitung (z0, w) →* (ze, ε) gibt mit ze ∈ E. Wie der Automat diesen richti-
gen Weg findet, wird dabei nicht gesagt.

Definition 2.12: Akzeptierung durch einen NEA

a) Die Übergangsrelation → auf der Menge der Konfigurationen des NEA A ist defi-
niert durch

(z, aw) → (z´, w), falls z →a z´

b) Der NEA A akzeptiert das Eingabewort w, wenn es ein ze ∈ E gibt mit

(z0, w) →* (ze, ε).

Das Orakel, das uns stets die richtige Richtung verrät, um zum Ziel zu kommen,
gibt natürlich sein Geheimnis nicht preis. Die Programmiersprache Prolog bietet je-
doch eine Möglichkeit, ein „scheinbares Orakel“ zu programmieren.

Modellierung des Nichtdeterminismus in Prolog

Der NEA ist definiert durch die folgenden Prolog-Prädikate:

" startzustand(Z), ist wahr, wenn Z der Startzustand ist;

" endezustand(Z), ist wahr, wenn Z ein Endezustand ist;

" delta(Z,A,Z1) beschreibt die Relation Δ.

Das folgende Prolog-Programm beschreibt den Automaten aus Abbildung 2.6:

(z0, 10101) → (z1, 0101) → (z1, 101) → (z1, 01) → (z1, 1) → (z1, ε)

(z2, 01) (z2, ε)
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Betrachten wir etwa die Zeile, die dem zusammengesetzten Zustand {z0, z1} ent-
spricht. Es zeigt sich, dass die Einträge in den Zellen aus den jeweiligen Einträgen
in den Zeilen {z0} bzw. {z1} zusammengesetzt sind. So ist etwa

δ´({z0, z1}, 0) = δ´({z0}, 0) ∪ δ´({z1}, 0) = {z2} ∪ {z1} = {z1, z2}.

Ein Zustand z des Automaten A´ ist Endezustand, falls er mindestens einen Endezu-
stand des Automaten A enthält, das heißt, falls z ∩ E ≠ ∅ gilt.

Definition 2.13: NEA-DEA-Transformation

Sei A = (Z, Σ, δ, z0, E) ein NEA. Der DEA A´ = (Z´, Σ, δ´, z0´, E´) ist folgendermaßen
definiert:

" Z´ = 2Z

" δ´ : Z´ × Σ → Z´ ist definiert durch:
δ´(z´, a) = ∪z∈z´ δ(z, a)

" z0´ = {z0}
" E´ = {z ∈ Z´ |z ∩ E ≠ ∅}
Dann gilt: A´ ist äquivalent zu A.

Das obige Beispiel zeigt auch, wie durch eine solche algorithmische Transformation
überflüssige Zustände, die vom Startzustand aus nicht erreicht werden können, ent-
stehen (siehe auch Abschnitt 2.4 zur Minimierung von Automaten). Im Beispiel sind
dies die Zustände {z0, z1}, {z0, z2}, {z0, z1, z2}.

Die Transformation eines NEA in einen DEA kann jedoch auch so gestaltet werden,
dass überflüssige Zustände gar nicht erst erzeugt werden (siehe Aufgabe 2.18).

In Definition 2.13 wurde gezeigt, dass jeder NEA in einen äquivalenten DEA trans-
formiert werden kann. Umgekehrt kann jeder DEA auch als ein spezieller NEA auf-
gefasst werden, mit der Eigenschaft, dass es in jeder Zelle der Automatentabelle ge-
nau einen Folgezustand gibt. Die Übergangsrelation ist also im Fall eines DEA eine
Funktion. Insgesamt bedeutet dies, dass jede Sprache, die von einem NEA akzep-
tiert wird, auch von einem DEA akzeptiert wird und umgekehrt.

2.6 Automaten mit ε-Übergängen

Definition des NEA/ε

In diesem Abschnitt wird das Konzept des nichtdeterministischen endlichen Auto-
maten durch so genannte ε-Übergänge erweitert, das sind Zustandsübergänge, bei
denen kein Eingabezeichen gelesen wird.
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Das folgende Beispiel über dem Alphabet {0, 1, 2} zeigt, dass diese Erweiterung die
Konstruktion von Automaten weiter vereinfachen kann. Es stellt einen Automaten
dar, der alle Zeichenfolgen der Form 0m1n2k, mit m, n, k ≥ 0 erkennt (siehe Abbil-
dung 2.9).

Im Startzustand z0 werden beliebig viele (evtl. auch gar keine) Nullen erkannt, im
Zustand z1 entsprechend beliebig viele Einsen und im Zustand z2 beliebig viele
Zweien. Durch die ε-Übergänge kann der Automat „spontan“ von z0 nach z1 bzw.
von z1 nach z2 springen, ohne dabei ein Zeichen des Eingabewortes zu lesen. Damit
ist auf einfache Weise gewährleistet, dass die Nullen, Einsen oder Zweien im Einga-
bewort auch völlig wegfallen können.

Die Tabellendarstellung des NEA mit ε-Übergängen (NEA/ε) zeigt, dass zusätzlich
zu den Spalten des NEA, die den Zeichen des Eingabealphabets entsprechen, eine
weitere Spalte hinzukommt, die die ε-Übergänge beschreibt. Die Funktion δ wird
also erweitert auf δ : Z × (Σ ∪ {ε}) → 2Z. Wir schreiben auch z →ε z´, falls z´ ∈
δ(z,ε).
Dabei ist unbedingt zu beachten, dass ε ein Wort und kein Zeichen ist.

Definition 2.14: NEA mit ε-Übergängen (NEA/ε)

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit ε-Übergängen (NEA/ε) besteht
aus den fünf Komponenten Z, Σ, δ, z0, E. Dabei sind Z, Σ, z0, E genauso definiert wie
beim DEA (siehe Definition 2.1).

Für die Übergangsfunktion gilt δ : Z × (Σ ∪ {ε}) → 2Z

Verarbeitung eines Eingabewortes

Die Verarbeitung eines Eingabewortes durch einen NEA/ε lässt sich wieder mit Hil-
fe von Konfigurationen beschreiben.

Beispiel 2.6: Verarbeitung eines Eingabewortes

Als Beispiel betrachten wir den obigen NEA/ε und das Eingabewort w = 002. Die
Verarbeitung verläuft folgendermaßen:

δ 0 1 2 ε
z0 {z0} ∅ ∅ {z1}
z1 ∅ {z1} ∅ {z2}
z2/E ∅ ∅ {z2} ∅

Abbildung 2.9: NEA mit ε-Übergängen

ε ε
z0 z2z1

0 1 2
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(z0, 002) → (z0, 02) → (z0, 2) → (z1, 2) → (z2, 2) → (z2, ε).

Die Übergänge (z0, 2) → (z1, 2) → (z2, 2) sind ε-Übergänge. Die bisherige Über-
gangsrelation muss also erweitert werden, um diese ε-Übergänge zu berücksichti-
gen. "

Definition 2.15: Akzeptierung durch einen NEA/ε

Sei A ein NEA/ε. Die Übergangsrelation → ist definiert durch

(z, aw) → (z´, w), falls z →a z´

(z, w) → (z´, w), falls z →ε z´

Der Automat A akzeptiert das Eingabewort w genau dann, wenn es ein ze ∈ E gibt
mit

(z0, w) →* (ze, ε)

Man beachte, dass auch von einer Konfiguration (z, ε) aus noch ε-Übergänge mög-
lich sind, was beim NEA oder DEA nicht der Fall ist.

Transformation in einen NEA

In Abschnitt 2.5 wurde gezeigt, dass jede Sprache, die von einem NEA akzeptiert
wird, auch von einem DEA akzeptiert wird und umgekehrt. Entsprechendes gilt für
den NEA mit ε-Übergängen. Im Folgenden wird ein Algorithmus vorgestellt, um ei-
nen beliebigen NEA/ε in einen NEA zu transformieren. Damit ist gezeigt, dass alle
drei Automatenkonzepte, nämlich DEA, NEA und NEA/ε gleichwertig sind, in dem
Sinne, dass sie dieselbe Sprachklasse, nämlich die der regulären Sprachen, definie-
ren.

Die Transformation soll am Beispiel des Automaten aus Abbildung 2.9 mit dem Ein-
gabewort w = 0m1n2k dargestellt werden. Ziel der Transformation ist es, die beiden
ε-Übergänge zu eliminieren. Wir betrachten zunächst den Übergang von z1 nach z2.
Angenommen, der Automat hat bereits das Anfangswort 0m1n gelesen und befindet
sich im Zustand z1. Ist nun k > 0, so folgt im Eingabewort mindestens eine 2, und
der ε-Übergang kann durch einen 2er-Übergang ersetzt werden. Ist dagegen k = 0,
so ist das Eingabewort schon beendet, also muss der Zustand z1 auch zu einem En-
dezustand werden.

Abbildung 2.10: Transformation des Automaten aus Abbildung 2.9 in einen NEA

ε 2
z0 z2

0 1 2

z1
1 2

z2

0 1 2

z1z0

2
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Wir betrachten nun den Übergang von z0 nach z1. Angenommen, der Automat hat
bereits das Anfangswort 0m gelesen und befindet sich noch im Zustand z0. Ist nun
n > 0, so folgt im Eingabewort mindestens eine 1, und der ε-Übergang kann durch
einen 1er-Übergang ersetzt werden. Ist dagegen n = 0, so treten zwei Fälle auf: Ist
auch k = 0, so ist das Eingabewort schon beendet, also muss der Zustand z0 auch zu
einem Endezustand werden. Ist dagegen k > 0, so folgt im Eingabewort mindestens
eine 2, also muss noch ein 2er-Übergang von z0 nach z2 eingefügt werden.

Tabelle 2.8 zeigt, auf welche Weise der NEA entsteht: Wir betrachten die zum Zu-
stand z0 gehörige Zeile. Wir bestimmen zunächst alle Zustände, die von z0 aus mit
einer Folge von ε-Übergängen erreichbar sind. Dies sind z0 selbst sowie z1 und z2.
Für jeden dieser Zustände werden die Zelleneinträge in den entsprechenden Zeilen
zu den Einträgen in der Zeile z0 hinzugenommen. Ist ferner von z0 aus mit einer Fol-
ge von ε-Übergängen ein Endezustand erreichbar, so wird auch zum Endezustand.
Im Beispiel trifft dies zu, weil z2 ein Endezustand ist.

Ist z ∈ Z, so sei [z]ε* die Menge aller Zustände, die von z aus nur mit ε-Übergängen
zu erreichen sind:

[z]ε* = {z´∈Z |z →ε* z´}

Definition 2.16: NEA/ε-NEA-Transformation

Sei A = (Z, Σ, δ, z0, E) ein NEA/ε. Der NEA A´ = (Z, Σ, δ´, z0, E´) ist folgendermaßen
definiert:

" δ´ : Z × Σ → Z ist definiert durch:

"

Dann gilt: A´ ist äquivalent zu A.

In den letzten Abschnitten wurden drei verschiedene Automatenkonzepte vorge-
stellt, deterministische, nichtdeterministische und nichtdeterministische Automa-

Tabelle 2.8: NEA ohne ε-Übergänge

δ 0 1 2 [z]ε*

z0 {z0} ∅ ∅ {z0, z1, z2}

z1 ∅ {z1} ∅ {z1, z2}

z2/E ∅ ∅ {z2} {z2}

δ′ z a,( ) δ z′ a,( )
z ′ z[ ]∗ε∈
∪=

E′ z[ ]∗ε
z E∈
∪=
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Errata S. 38: Die Definition von E′ ist falsch.

Gegenbeispiel:
q0start q1 q2

a ε

Anmerkungen & Fragen:

• Korrigieren sie die Definition von E′. Richtig wäre E′ = {z ∈ Z | ∃ze ∈ E mit ze ∈ [z]∗}

• Beweisen sie, dass durch ihre Korrektur ein äquivalenter Automat entsteht.
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ten mit ε-Übergängen. Es hat sich gezeigt, dass sich jeder Automat eines bestimm-
ten Typs in einen äquivalenten Automaten eines anderen Typs umwandeln lässt.
Die drei Automatentypen definieren daher dieselbe Sprachklasse, nämlich die der
regulären Sprachen.

Definition 2.17: Reguläre Sprache

Eine Sprache heißt regulär, wenn sie von einem endlichen Automaten (DEA, NEA
oder NEA/ε) akzeptiert wird.

2.7 Anwendung endlicher Automaten

Lexikalische Analyse

Beim Compilieren eines Programmes zerlegt der Compiler die Anweisungen in klei-
ne zusammenhängende Objekte wie Variablennamen, Zahlen oder Schlüsselwörter,
die allgemein als Token bezeichnet werden. Diese lassen sich fast immer durch re-
guläre Sprachen darstellen. In den meisten Programmiersprachen folgt die Darstel-
lung ganzer Zahlen ohne führende Nullen (Objekte vom Typ Integer) der folgenden
Vorschrift:

" entweder 0 oder

" ein Vorzeichen (– oder ε), gefolgt von einer Ziffer ungleich 0, gefolgt von beliebig
vielen Ziffern.

Der in Abschnitt 2.3 gezeigte Automat ALA prüft, ob das Eingabewort der obigen
Vorschrift genügt.

Das Teilwort-Erkennungsproblem (Pattern-Matching)

Alle Textverarbeitungsprogramme und Texteditoren sowie zahlreiche andere An-
wendungsprogramme stellen Funktionen zum Suchen und Ändern von Wörtern zur
Verfügung. Zum Suchen eines Wortes in einem längeren Text kann die Technik end-
licher Automaten verwendet werden. Gegenüber einem naiven Suchverfahren er-
möglicht dies einen signifikanten Effizienzgewinn.

Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, in einem Text w der Länge n ein gegebenes
Muster m der Länge k zu finden. Sei etwa w = 0n–11 und m = 0k–11. Ein naives Ver-
fahren zur Lösung einer solchen Aufgabe vergleicht nacheinander die Zeichen des
Musters mit den Zeichen des Textes, bis die erste Abweichung gefunden wird. An-
schließend wird das Muster um eine Stelle nach rechts geschoben und es wird wie-
der von vorne verglichen. Bei jedem Schritt wird erst beim k-ten Vergleich die Ab-
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Hausaufgaben:
Bearbeiten sie bitte die Aufgaben 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.6, 2.7c/e/g, 2.11,2.13, 2.14, 2.17.
Sie können ihre Ergebnisse mit den Lösungsvorschlägen im Anhang abgleichen. Die Hausaufgaben werden
nicht eingereicht. Zusätzlich sollten sie sich die Programme ‚machines‘ (http://zeus.fh-brandenburg.
de/~socher/tgi/) und ‚exorciser‘ (http://www.educ.ethz.ch/unt/um/inf/ti/exorciser/index) in-
stallieren, die beide sehr gut für Übungszwecke geeignet sind.

Das Ziege-Wolf-Kohlkopf-Problem:
Ein Bauer möchte eine Ziege, einen Wolf und einen Kohlkopf zu einem Marktplatz bringen, der auf der
anderen Seite eines Flusses liegt. Er hat ein kleines Boot, mit dem er jeweils nur entweder ein Tier oder
den Kohlkopf mitnehmen kann. Der Wolf würde ohne Aufsicht sofort die Ziege fressen und die Ziege wür-
de gerne den Kohlkopf fressen. Nur die Anwesenheit des Bauers verhindert, dass eines seiner ‚Produkte‘
gefressen wird. Wie muss der Bauer vorgehen, um alles sicher zum Markt zu bringen?
Konstruieren Sie einen endlichen Automaten, der das Problem modelliert und löst. Wenn Sie möch-
ten, schreiben Sie zusätzlich ein Prolog-Programm für das Problem. Können Sie ein Prolog-Programm
schreiben, dass Ihnen alle minimalen Lösungen ausgibt?

Lösungen siehe Kurshomepage

Mögliche Klausuraufgaben zu Kapitel 2:
• Beweisen sie, dass die Relation ≡ in Definition 2.8 eine Äquivalenzrelation auf der Zustandsmenge
Z bildet.

• Konstruieren Sie einen endlichen Automaten, der eine gegebene Sprache akzeptiert (vgl. Socher
Aufgabe 2.7, kann sehr gut mit dem Programm ‚exorciser‘ geübt werden)
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• Gegeben einen nichtdeterministischen endlichen Automaten, konstruieren sie einen äquivalenten de-
terministischen endlichen Automaten (vgl. Socher Aufgabe 2.17, kann sehr gut mit dem Programm
‚exorciser‘ geübt werden)

• Geben Sie eine rekursive Definition für |w| an (vgl. Socher Aufgabe 2.1 und 2.2)

• Beweisen Sie einen einfachen Zusammenhang (vgl. Socher Aufgabe 2.11 und 2.13)

• Gegeben ein NEA/ε, konstruieren Sie einen äquivalenten NEA ohne epsilon-Übergänge (kann sehr
gut mit dem Programm ‚exorciser‘ geübt werden)

• Konstruieren Sie zu einem gegebenen DEA einen äquivalenten DEA mit minimaler Zustandszahl
(kann sehr gut mit dem Programm ‚exorciser‘ geübt werden)

6



3. Kapitel
3 Reguläre Sprachen

46

Grundlegende Definitionen

Definition 3.1: Syntax und Semantik regulärer Ausdrücke

Die Menge der regulären Ausdrücke über einem Alphabet Σ ist folgendermaßen re-
kursiv definiert:

" ∅ und ε sind reguläre Ausdrücke.

" Jedes Zeichen a ∈ Σ ist ein regulärer Ausdruck.

" Sind r und s reguläre Ausdrücke, so sind auch (rs), (r+s) und (r)* reguläre Aus-
drücke

Die von einem regulären Ausdruck r dargestellte Sprache L (r) ist folgendermaßen
definiert:

L (∅) = ∅

L (ε) = {ε}.

L (a) = {a} für a ∈ Σ

L (rs) = L (r)L (s)

L (r+s) = L (r) ∪ L (s)

L (r*) = L (r)*

Zwei reguläre Ausdrücke r und s heißen äquivalent, in Zeichen r ≡ s, falls L (r) =
L (s).

Für die Operatoren +, ⋅ und * gelten (entsprechend der Addition, Multiplikation und
Potenzbildung) die folgenden Prioritäten: * bindet stärker als ⋅ und dieser wiederum
bindet stärker als +. Überflüssige Klammern können dann weglassen werden, bei-
spielsweise kann man einfach 01* + 10* anstatt (0(1)*) + (1(0)*) schreiben.

Beispiel 3.1: Semantik regulärer Ausdrücke

a) L (010) = L (0)L (1)L (0) = {0}{1}{0} = {010}
b) L ((0+1)*) = (L (0+1))* = (L (0) ∪ L (1))* = ({0} ∪ {1})*= {0, 1}*

c) L (0(0+1)*) = L (0)L ((0+1)*) = {0}{0, 1}* = {0w |w ∈ Σ*} "

Reguläre Ausdrücke können oft vereinfacht werden. Als Beispiel soll gezeigt wer-
den, dass der Ausdruck (1+ε)* äquivalent ist zu 1*, das heißt, dass L ((1+ε)*) = L (1*)
gilt: Ist w ∈ L (1*), so ist offenbar auch w ∈ L ((1+ε)*). Ist umgekehrt w ∈ L ((1+ε)*),
so ist w von der Form w = a1a2…an, mit ai ∈ {1, ε} für i = 1,…,n. Sei k die Anzahl
der ai mit ai = 1. Dann gilt offenbar w = 1k, also ist w ∈ L (1*).

Es gelten einige einfache „Rechenregeln“ für reguläre Ausdrücke, mit denen solche
Ausdrücke oft vereinfacht werden können. Sind r, s und t reguläre Ausdrücke über
einem Alphabet Σ, so gelten folgende Äquivalenzen:
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r(s + t) ≡ rs + rt

r + s ≡ s + r

r + r ≡ r

r + ∅ ≡ r

r . ∅ ≡ ∅

r . ε ≡ r

Äquivalenz von regulären Ausdrücken und Automaten

Im Folgenden soll die Verbindung zwischen den in Kapitel 2 behandelten endlichen
Automaten und den regulären Ausdrücken hergestellt werden. Es wird sich zeigen,
dass sich mit Hilfe regulärer Ausdrücke genau dieselben Sprachen darstellen lassen
wie mit endlichen Automaten, nämlich die regulären Sprachen.

Zunächst wird gezeigt, dass es zu jeder Sprache, die von einem regulären Ausdruck
dargestellt wird, einen endlichen Automaten gibt, der diese Sprache akzeptiert. Das
bedeutet, dass jede Sprache, die von einem regulären Ausdruck dargestellt wird, re-
gulär ist.

Satz 3.1

Sei Σ ein Alphabet. Ist r ein regulärer Ausdruck über Σ, so gibt es einen endlichen
Automaten A über Σ mit L (A) = L (r).

Beweis: Wir geben einen Algorithmus an, mit dem zu jedem regulären Ausdruck r
ein äquivalenter NEA/ε A(r) konstruiert werden kann. Dieses Verfahren geht rekur-
siv analog zur Definition regulärer Ausdrücke vor. Zunächst werden die Automaten
konstruiert, die den elementaren regulären Ausdrücken ∅ und ε sowie den Zeichen
a des Alphabets Σ entsprechen; anschließend wird gezeigt, wie die (rekursiv kon-
struierten) Automaten A(r) und A(s) zu den Automaten für r+s, rs bzw r* zusam-
mengesetzt werden können.

a) Für r = ∅, r = ε sowie r = a mit a ∈ Σ sind die ensprechenden Automaten in der
folgenden Tabelle dargestellt.

r A(r)

∅

ε

a (a ∈ Σ) a
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Errata S. 48: Die Konstruktion in Abschnitt d in dem Beweis ist falsch.

Anmerkungen & Fragen:

• zeigen sie, dass die Konstruktion scheitert, wenn von z10 eine Schleife ausgeht (Beispiel: (1∗0)∗).

• korrigieren sie die Konstruktion.
Skizze zur korrigierten Konstruktion:

Wörter und formale Sprachen Modellierung nat. Sprache endliche Automaten Grammatiken

Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

Wenn A eine reguläre Sprache ist, die von dem Automaten AA

akzeptiert wird, dann wird die reguläre Sprache A∗ von dem folgenden
Automaten akzeptiert:

Wiebke Petersen math. Grundlagen 80

3.1 Reguläre Ausdrücke

49

δ = δ1 ∪ {z →ε z0
1 | z ∈ E1}

Es lässt sich beweisen, dass der auf diese Weise konstruierte Automat A = A(r) äqui-
valent zu r ist, das heißt, es gilt L (A) = L (r). "

Beispiel 3.2: Transformation eines regulären Ausdrucks in einen NEA/ε
Als Beispiel für die Transformation eines regulären Ausdrucks in einen NEA/ε kon-
struieren wir den Automaten A(10*+01*). Dazu müssen die Automaten A(10*) und
A(01*) entwickelt werden. Diese wiederum setzen sich aus den Automaten A(1) und
A(0*) sowie A(0) und A(1*) zusammen. Die gesamte Konstruktion ist in Abbildung
3.4 gezeigt. "

Umgekehrt gilt auch, dass es zu jeder regulären Sprache einen regulären Ausdruck
gibt, der diese Sprache darstellt.

Satz 3.2

Sei Σ ein Alphabet. Ist A ein endlicher Automat über Σ, so gibt es einen regulären
Ausdruck r über Σ mit L (A) = L (r).

Beweis: Wir geben ein rekursives Verfahren an, um aus einem endlichen Automa-
ten A einen äquivalenten regulären Ausdruck zu konstruieren.

Es sei Z = {z0, z1,…, zn}. Da sich jeder endliche Automat in einen NEA/ε mit nur ei-
nem einzigen Endezustand transformieren lässt, können wir E = {zn} annehmen.

Abbildung 3.3: Die Konstruktion des Automaten A(r1
* )A(r1)

z0
1

A(1) A(0)A(1*)

ε
1 1 0

0

ε
1ε

A(01*)

1

ε
0ε

A(10*)

1

ε
0ε

0

ε
1ε

A(10*+01*)

ε

ε

Abbildung 3.4: Konstruktion des Automaten A(10*+01*)
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Anmerkungen & Fragen:

• Warum lässt sich jeder endliche Automat in einen NEA/ε in nur einem Endzustand transformieren?

7



Errata S. 50: Ein Wort . . . ohne dass dazwischen ein Zustand mit einem Index größer −1 durchlaufen
wird.

3.1 Reguläre Ausdrücke

51

Beispiel 3.3: Transformation eines NEA in einen regulären Ausdruck

A sei der in der Abbildung gezeigt NEA/ε. Die
Werte ri, j, k sind in der folgenden Tabelle angege-
ben. Da es unmöglich ist, von z1 nach z0 zu kom-
men, steht in der entsprechenden Zeile der regu-
läre Ausdruck r = ∅.

Der Ausdruck r0, 0, 1 setzt sich beispielsweise folgendermaßen zusammen:

r0, 0, 1 = r0, 1, 0 r1, 1, 0
* r1, 0, 0 + r0, 0, 0 = 0*(1+ε)*∅ + 0*.

Es ist außerdem zu beachten, dass die regulären Ausdrücke weiter vereinfacht wer-
den können. So ist etwa (1+ε)* ≡ 1* und daher

0* (1+ε)*(1+ε) + 0*≡ 0* 1*(1+ε) + 0* ≡ 0* 1*1 + 0* 1*ε + 0* ≡ 0* 1*+ 0* ≡ 0* 1*

Der reguläre Ausdruck für A lautet dann

r = r0, 1, 1 ≡ 0*1* "

Die beiden letzten Sätze ergeben zusammen den folgenden Satz:

Satz 3.3

Die Klasse der regulären Sprachen ist genau die Klasse der Sprachen, die von regu-
lären Ausdrücken dargestellt werden können.

Aus diesem Satz folgt, dass jede endliche Sprache L regulär ist, denn ist L =
{w1,…,wn}, so wird L durch den regulären Ausdruck w1 + … + wn dargestellt.

Anwendungen regulärer Ausdrücke

Reguläre Ausdrücke spielen in der Programmiersprache Perl eine wichtige Rolle.
Das Unix-Kommando grep (global regular expression print) verwendet ebenfalls re-
guläre Ausdrücke zum Suchen von Textmustern.

Eine zweite Anwendung regulärer Ausdrücke besteht in der Beschreibung des Auf-
baus der so genannten Tokens, also der Grundbestandteile von Programmierspra-
chen, wie Schlüsselwörter, Variablen, Zahlen in verschiedenen Darstellungen etc.
So folgt etwa, wie bereits in Abschnitt 2.7 erwähnt, die Darstellung ganzer Zahlen

ri, j, k k = –1 k = 0 k = 1

r0,0 0 + ε (0+ε)(0+ε)*(0+ε) + (0+ε) ≡ 0* 0* (1+ε)*∅ + 0* ≡ 0*

r0,1 ε (0+ε)(0+ε)*ε + ε ≡ 0* 0* (1+ε)*(1+ε) + 0* ≡ 0*1*

r1,0 ∅ ∅ ∅

r1,1 1+ε 1+ε (1+ε)(1+ε)*(1+ε) + (1+ε) ≡ 1*

0 1

ε
z0 z1
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Errata S. 53: Angenommen, es gäbe einen . . . . Wir wählen ein Wort . . . dessen Länge mindestens N ist.3 Reguläre Sprachen
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Satz 3.4 Pumping-Lemma für reguläre Sprachen

Sei L eine reguläre Sprache. Dann existiert eine Zahl N ≥ 0, sodass sich jedes Wort x
∈ L mit |x| ≥ N in der folgenden Form schreiben lässt

x = uvw mit |v| ≥ 1 und |uv| ≤ N,

und für alle i ≥ 0 gilt, dass uviw ∈ L ist.

Besitzt eine Sprache L die im Pumping-Lemma geforderte Eigenschaft nicht, so
kann sie nicht regulär sein. Auf diese Weise dient das Pumping-Lemma dazu, die
Nichtregularität einer gegebenen Sprache L nachzuweisen. Ein weiteres Beispiel
soll dies verdeutlichen:

Beispiel 3.4: Anwendung des Pumping-Lemmas

Es soll bewiesen werden, dass die Sprache LP der Palindrome nicht regulär ist. Ein
Palindrom ist ein Wort, das vorwärts wie rückwärts gelesen gleich lautet, etwa „Ka-
jak“, „Regallager“ oder „Marktkram“. Wir beschränken uns im Beweis auf das Al-
phabet Σ = {0,1}.

Der Beweis kann als „Spiel“ zwischen einer Person A, die den Beweis führen will,
und einer Person B, die behauptet, LP sei regulär, durchgeführt werden. Zunächst
gibt B die Zahl N vor. Nun darf A ein beliebiges Wort x ∈ LP wählen. In diesem Fall
wählt er das Palindrom x = 0k10k mit k > N. Das Wort x ist so gewählt, dass der Be-
reich, in den etwas „hineingepumpt“ werden kann, nämlich das Anfangswort der
Länge N, komplett im linken Teilwort 0k liegt. Nun darf B die Zerlegung uvw von x
beliebig wählen, nur unter der Einschränkung, dass m := |v| ≥ 1 und |uv| ≤ N gilt.
Wegen k > N ist also |uv| < k. Wäre LP regulär, so müsste nach dem Pumping-Lem-
ma das Wort uv2w = 0k+m10k auch in LP liegen, was offenbar nicht der Fall ist. Also
ist die Sprache LP nicht regulär. "

Die Kunst bei der Anwendung des Pumping-Lemmas besteht in der Wahl des Wor-
tes x ∈ L. Das „Aufpumpen“ findet im linken Teilwort uv der Länge N von x statt.
Man muss also x so wählen, dass durch das Aufpumpen die Zugehörigkeit zu L ver-
loren geht.

In einigen Fällen lässt sich der Effekt des Pumping-Lemmas nur durch ein „Abpum-
pen“ erreichen, also durch die Wahl i = 0 im Pumping-Lemma (Aufgabe 3.8.a).

u v w

u wv

Aufpumpen

∈ L

∉ L u w

Abpumpen

∈ L

∉ Lv

u v w
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Anmerkungen & Fragen:

• Für welche Art von Beweisen lässt sich das Pumpinglemma einsetzen?

• Warum wird im Pumpinglemma |v| ≥ 1 und |uv| < N gefordert?

• Hinweis zu S. 55 Mitte: Der Automat An hat tatsächlich 2n + 2 Zustände. Beachte, dass dem
Automaten in Abbildung 3.5 der Fehlerzustand fehlt.

3.3 Der Satz von Myhill-Nerode

57

Der erste Teil des Satzes von Myhill-Nerode besagt nun, dass eine Sprache L nicht
regulär ist, wenn man unendlich viele verschiedene L (wi) finden kann, das heißt,
wenn die Menge {L (w) |w ∈ Σ*} unendlich ist.

Für eine reguläre Sprache L muss daher die Menge {L (w) |w ∈ Σ*} endlich sein.
Wir betrachten als Beispiel die Sprache {03n |n ≥ 0} über dem Alphabet Σ = {0}.
Dieses Mal durchlaufen die wi alle Wörter aus Σ*.

Tabelle 3.2: Nachweis der Regularität von L = {03n |n ≥ 0}

Die Tabelle 3.2 zeigt, dass es nur drei verschiedene Mengen L (w) gibt:

L (ε) = L (03) = L (06) =…

L (01) = L (04) = L (07) =…

L (02) = L (05) = L (08) =…

Teil b) des Satzes von Myhill-Nerode besagt umgekehrt auch, dass aus der Endlich-
keit von {L (w) |w ∈ Σ*} auf die Regularität von L geschlossen werden kann. In die-
sem Fall lässt sich mit Teil c) aus der Menge {L (w) |w ∈ Σ*} ein minimaler DEA für
L konstruieren.

Satz 3.5 (Satz von Myhill Nerode)

Sei L eine Sprache über Σ. Ist w ∈ Σ*, so sei

L (w) = {v ∈ Σ* |wv ∈ L}.

Dann gilt:

a) Ist L regulär, dann ist die Menge {L (w) |w ∈ Σ*} endlich.

b) Ist {L (w) |w ∈ Σ*} endlich, so ist L regulär.

c) In Fall b) gibt |{L (w) |w ∈ Σ*}| die Anzahl der Zustände eines minimalen DEA
an, der L akzeptiert.

Beweis: a) Sei L regulär. Die Relation ~ auf Σ* sei folgendermaßen definiert:

wi L(wi)

ε {ε, 03, 06, 09,…}

01 {02, 05, 08, 011,…}

02 {01, 04, 07, 010,…}

03 {ε, 03, 06, 09,…}

04 {02, 05, 08, 011,…}

05 {01, 04, 07, 010,…}

… …
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Jede der drei Sprachen L0, L1, L2 ist regulär, wie die folgenden regulären Ausdrücke
zeigen:

r0 = 0*

r1 = 0*10*

r2 = 0*10*10*

Damit lässt sich nun der reguläre Ausdruck

r = 0* + 0*10* + 0*10*10*

konstruieren, der die Sprache L = L0 ∪ L1 ∪ L2 beschreibt. Allgemein bedeutet dies,
dass die Vereinigung zweier (oder mehrerer) regulärer Sprachen wieder regulär ist.
Auf ähnliche Weise lässt sich auch zeigen, dass die Konkatenation L1L2 zweier re-
gulärer Sprachen L1 und L2 sowie die Kleene-Stern-Bildung L1* einer regulären
Sprache L1 regulär sind:

Satz 3.6

Seien L1 und L2 reguläre Sprachen über dem Alphabet Σ. Dann sind auch die Spra-
chen L1 ∪ L2, L1L2, sowie L1* regulär.

Als nächstes soll gezeigt werden, dass das Komplement einer regulären Sprache re-
gulär ist. Als Beispiel betrachten wir die Sprache über Σ = {0,1}, die aus allen Wör-
tern besteht, die zwei aufeinander folgende Nullen enthalten. Diese Sprache ist re-
gulär, sie wird von dem in Abbildung 3.6 links gezeigten DEA A akzeptiert.

Aus A lässt sich ein DEA A konstruieren, der das Komplement von L, nämlich die
Menge aller Wörter, die keine zwei aufeinander folgende Nullen enthalten, akzep-
tiert. Zu diesem Zweck vertauschen wir einfach die Endezustände von A mit den
Nicht-Endezuständen. Der Automat ist in Abbildung 3.6 rechts dargestellt.

Allgemein können wir festhalten: Ist L eine reguläre Sprache und A = (Z, Σ, δ, z0, E)
ein DEA für L, so ist A = (Z, Σ, δ, z0, Z–E) ein DEA, der L akzeptiert. Also ist das
Komplement einer regulären Sprache stets regulär.

Da sich die Durchschnittsoperation aufgrund der Beziehung

auf Vereinigung und Komplement zurückführen lässt, ist damit auch gezeigt, dass
der Durchschnitt zweier regulärer Sprachen auch wieder regulär ist.

z0 z2z1
0 0

1

1 0,1

z1
0 0

1

1 0,1

z2z0

Abbildung 3.6: Die Automaten A (links) und A (rechts)

L1 L2∩ L1 L2∪=
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Satz 3.7

Sind L1 und L2 reguläre Sprachen über dem Alphabet Σ, so sind auch die Sprachen
und L1 ∩ L2 regulär

Man kann die in den beiden letzten Sätzen dargestellten Eigenschaften auch folgen-
dermaßen formulieren:

Satz 3.8

Die Klasse der regulären Sprachen ist abgeschlossen unter den Mengenoperationen
Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Konkatenation und Kleene-Stern.

Beispiel 3.6: Es soll gezeigt werden, dass die Sprache

L = {w ∈ {0,1}* | |w|0 ist gerade und |w|1 ist ungerade}

regulär ist. Seien L0 = {w ∈ {0,1}* | |w|0 ist gerade} und L1 = {w ∈ {0,1}* | |w|1 ist
gerade}. Die Sprachen L0 und L1 sind beide regulär (s. den Automaten zur Paritäts-
prüfung aus Abschnitt 2.1). Weiterhin gilt:

also ist L nach Satz 3.8 regulär. "

Möchte man allgemein zeigen, dass aus der Regularität einer Sprache L die Regula-
rität einer Sprache L´, die aus L durch eine Operation f(L) entsteht, folgt, so muss
man eine allgemeine Vorschrift angeben, wie sich aus einem endlichen Automaten A
für L ein endlicher Automat A´ konstruieren lässt, der L´ akzeptiert.

Beispiel 3.7: Gespiegelte Sprachen

Dieses Prinzip soll an einem weiteren Beispiel verdeutlicht werden. Es soll gezeigt
werden, dass die Spiegelung LT einer regulären Sprache L regulär ist. Diese ent-
steht aus L, indem man sämtliche Wörter der Sprache L umdreht. So ergibt sich
etwa aus L = {Rom, Paris, Prag} die Spiegelung LT = {moR, siraP, garP}.

Abbildung 3.7 zeigt einen NEA A, der die Sprache L = {Rom, Paris, Prag} über dem
lateinischen Alphabet (Groß- und Kleinbuchstaben) akzeptiert. Daraus soll ein
NEA/ε AT konstruiert werden, der LT akzeptiert.

Um die gespiegelten Wörter zu akzeptieren, müssen im Wesentlichen alle Pfeile des
Automaten A umgedreht sowie dessen Start- und Endezustände vertauscht werden.
Da ein NEA jedoch genau einen Start- und im Allgemeinen mehrere Endezustände
hat, müssen wir für den Automaten AT einen neuen Startzustand hinzufügen, von

L1

L L0 L1∩=
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Hausaufgaben:
Bearbeiten sie bitte die Aufgaben 3.2,3.3,3.4,3.5,3.6,3.8,3.10,3.11,3.12,3.13,3.14,3.15
Sie können ihre Ergebnisse mit den Lösungsvorschlägen im Anhang abgleichen. Die Hausaufgaben werden
nicht eingereicht.

Mögliche Klausuraufgaben zu Kapitel 3:
• Konstruktion eines regulären Ausdrucks zu einer Sprache (Aufgabe 3.2)

• Bestimmung von Wörtern einer durch einen regulären Ausdrücke beschriebenen Sprache (Aufgabe
3.4)

• Prüfen, ob eine Sprache regulär ist (Aufgabe 3.8, 3.10)

• Aussagen über reguläre Ausdrücke (Aufgabe 3.11, 3.12)

• Einfache Beweise wie Aufgabe 3.14 und 3.16
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4. Kapitel
Anmerkungen & Fragen:

• Von welchem Typ ist die Grammatik auf Seite 66?

• Zu welcher Sprachklasse gehört die von der Grammatik generierte Sprache?

• Muss Grammatiktyp und Sprachklasse immer übereinstimmen?

• Was ist V , Σ, S dieser Grammatik (siehe Def. 4.1)

4 Grammatiken

66

große Katze schläft“ oder grammatikalisch richtige, aber sinnlose, wie „das große
Klavier schläft“.

Solche einfachen Grammatiken sind zur Beschreibung natürlicher Sprachen kaum
geeignet. Dagegen spielen sie eine große Rolle im Kontext der Übersetzung von
künstlichen Sprachen, etwa mathematischen Ausdrücken oder Programmierspra-
chen. Die folgende Grammatik beschreibt die Syntax der regulären Ausdrücke über
dem Alphabet Σ = {0, 1}. Man beachte die Ähnlichkeit zu Definition 3.1.

Die Grammatik benutzt das Nichtterminalsymbol <ra> (regulärer Ausdruck) und
als Terminalsymbole die Zeichen des Alphabets 0, 1, die Operatoren +, * sowie die
öffnende und die schließende Klammer.

<ra> → <ra>+<ra>
<ra> → <ra><ra>
<ra> → <ra>*
<ra> → (<ra>)
<ra> → 0
<ra> → 1
<ra> → ε
<ra> → ∅

Unter Verwendung der Kurznotation können wir schreiben:

<ra> → <ra>+<ra> |<ra><ra> |<ra>* | (<ra>) |0 |1 | ε |∅
Der reguläre Ausdruck 0(1+0)* kann nun auf folgende Weise aus dem Nichttermi-
nalsymbol <ra> abgeleitet werden:

<ra> ⇒ <ra><ra> ⇒ 0<ra> ⇒ 0<ra>*⇒ 0(<ra>)* ⇒ 0(<ra>+<ra>)* ⇒ 0(1+0)*

4.1 Grundlegende Definitionen

Definition 4.1: Grammatik

Eine Grammatik besteht aus den vier Komponenten V, Σ, P, S.

" V ist eine endliche Menge von Variablen.

" Σ ist ein Alphabet, das Terminalalphabet.

" P ist eine Menge von Produktionen (auch Regeln genannt) der Form l → r, wobei
l ∈ (V ∪ Σ)+ und r ∈ (V ∪ Σ)*.

" S ∈ V ist die Startvariable.

Die linken bzw. rechten Seiten der Regeln bestehen aus Variablen und Terminalen.
Im Folgenden werden Großbuchstaben für Variablen und Kleinbuchstaben (bzw. die
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Anmerkungen & Fragen:

• Welche Einschränkungen bestehen für l und r

4.1 Grundlegende Definitionen

67

Ziffern 0 und 1) für Terminale benutzt. Ferner benutzen wir die Notation
l → r1 |…| rk als Abkürzung für die Menge der Regeln {l → r1 , …, l → rk}.

Die Regeln einer Grammatik G über Σ definieren die Sprache L (G) über Σ dadurch,
dass mit ihrer Hilfe sämtliche Wörter der Sprache L (G) sukzessive aus der Startva-
riablen S abgeleitet werden können, wie wir das beispielhaft an der Ableitung des
regulären Ausdrucks 0(1+0)* aus der Startvariablen <ra> gesehen haben. Eine
Grammatikregel l → r kann angewandt werden auf ein Wort w ∈ (V ∪ Σ)*, wenn
die linke Seite l der Regel als Teilwort in w vorkommt. Bei Anwendung der Regel
wird dieses Teilwort durch die rechte Seite r der Regel ersetzt. Dieses Vorgehen de-
finiert die Ableitungsrelation ⇒G auf der Menge (V ∪ Σ)*.

Die Ableitung eines Wortes der Sprache L (G) benötigt im Allgemeinen mehrere Ab-
leitungsschritte, entspricht also der Relation ⇒*

G , der transitiv reflexiven Hülle der
Relation ⇒G. Die Ableitung S ⇒*

G w terminiert, wenn w ein Terminalwort (das
heißt ein Wort über dem Terminalalphabet Σ) ist.

Die von G erzeugte Sprache L (G) ist dann die Menge aller Terminalwörter, die sich
aus dem Startsymbol S ableiten lassen:

Definition 4.2: Ableitungsrelation, erzeugte Sprache, Äquivalenz von Grammatiken

Sei G = (V, Σ, P, S) eine Grammatik.

Die Ableitungsrelation ⇒G auf der Menge (V ∪ Σ)* ist definiert durch

vlu ⇒G vru

wobei v, u ∈ (V ∪ Σ)* und l → r ∈ P.

Die von G erzeugte Sprache L (G) ist definiert durch

L (G) = [S]* ∩ Σ* = {w ∈ Σ* |S ⇒*G w}.

Zwei Grammatiken G1 und G2 heißen äquivalent, wenn sie dieselbe Sprache erzeu-
gen, das heißt, wenn L (G1) = L (G2) gilt.

Im Allgemeinen werden wir ⇒ statt ⇒G und ⇒* statt ⇒*G schreiben, wenn klar ist,
welche Grammatik G gemeint ist.

Beispiel 4.1: Sei G = (V, Σ, P, S) mit V = {S}, Σ = {0, 1} und

P = {S → 0S1 |01}.

Damit sind Ableitungen der Art

S ⇒ 0S1 ⇒ 00S11 ⇒… ⇒ 0nS1n ⇒ 0n011n = 0n+11n+1

möglich. Es ist leicht zu sehen, dass diese Grammatik die Sprache L (G) = {0n1n |n >
0} definiert. "
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Anmerkungen & Fragen:

• [S]∗ ⊆ (V ∪ Σ)∗ steht für die Menge aller aus S ableitbaren Wörter.

• [S]∗∩Σ∗ steht also für die Menge aller aus S ableitbaren Wörter, die nur aus Terminalen bestehen.

Anmerkungen & Fragen:

• zu S. 69: Wieso werden rechtslineare Grammatiken rechtslinear genannt?

4 Grammatiken

70

Das Konzept der regulären Grammatik kann durch die Einführung von Regeln der
Form A → a erweitert werden, die einen neuen Buchstaben a am aktuellen Wort
rechts (bzw. links) anhängen und anschließend terminieren. Offenbar lassen sich
solche Regeln der Form A → a stets durch Einführen einer neuen Variablen A´ mit
den beiden Standardregeln A → aA´ (bzw. A → A´a in der linkslinearen Form) und
A´ → ε ausdrücken. Durch die Einführung solcher Regeln werden daher die Mög-
lichkeiten rechts- bzw. linkslinearer Grammatiken nicht erweitert, das heißt, zu ei-
ner regulären Grammatik der erweiterten Form gibt es stets eine äquivalente
Grammatik in Standardform. Wir werden im Folgenden beide Formen benutzen.

Rechtslineare Grammatiken werden in der Literatur teilweise auch durch Regeln
der Form

A → wB oder A → w mit A ∈ V und w ∈ Σ*

definiert und linkslineare entsprechend. Es ist jedoch leicht zu sehen, dass beide
Definitionen äquivalent sind in dem Sinne, dass sich jede Grammatik mit Regeln
der obigen Form in eine äquivalente rechtslineare Grammatik transformieren lässt,
und umgekehrt. So lässt sich die Grammatik aus Beispiel 4.2 durch die folgende
äquivalente Grammatik darstellen:

S → 0S |1S |010

Beispiel 4.2 zeigt auch, wie sich aus einer rechtslinearen Grammatik ein endlicher
Automat konstruieren lässt, der zu G äquivalent ist, in dem Sinne, dass er die Spra-
che L (G) akzeptiert. Die Variablen der Grammatik entsprechen dabei den Zustän-
den des Automaten. Der Automat A1, der die Sprache L (G1) akzeptiert, hat die Zu-
stände zS, zA, zB und zC. Dabei ist zS Startzustand und zC Endezustand. Die
Produktionen S → 0S und S → 1S entsprechen Übergängen von zS →0 zS bzw. zS
→1 zS. Allgemein entspricht eine Regel der Form A → aB einem Übergang von zA
→a zB, während eine Regel der Form A → ε besagt, dass zA Endezustand ist.

Die folgende Tabelle stellt die Regeln der Grammatik G1 aus Beispiel 4.2 und die
Tabelle des Automaten A1 gegenüber.

Satz 4.1 Transformation einer rechtslinearen Grammatik in einen NEA

Sei G = (V, Σ, P, S) eine rechtslineare Grammatik. Der NEA A = (Z, Σ, δ, z0, E) sei
definiert durch:

0 1

S → 0S |0A |1S zS zS, zA zS

A → 1B zA – zB

B → 0C zB zC –

C → ε zC/E – –
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Z = V, z0 = S, E = {A |A → ε ∈ P}, δ = {A →a B |A → aB ∈ P}.

Dann gilt: L (A) = L (G).

Ebenso lässt sich auch jede linkslineare Grammatik in einen äquivalenten NEA
transformieren (siehe Aufgabe 4.16).

Umgekehrt lässt sich jeder NEA in eine äquivalente rechtslineare Grammatik
transformieren, deren Variablen den Zuständen von A entsprechen:

Satz 4.2 Transformation eines NEA in eine rechtslineare Grammatik

Sei A = (Z, Σ, δ, z0, E) ein NEA. Die rechtslineare Grammatik (V, Σ, P, S) sei defi-
niert durch:

V = Z, S = z0, P = {z → az´ |z →a z´ ∈ δ} ∪ {z → ε|z ∈ E}.

Dann gilt: L (G) = L (A).

Das entsprechende Ergebnis gilt auch für linkslineare Grammatiken (siehe Aufgabe
4.16). Jede von einer regulären, das heißt links- bzw. rechtslinearen Grammatik er-
zeugte Sprache wird also von einem endlichen Automaten akzeptiert und ist somit
regulär. Umgekehrt wird auch jede reguläre Sprache von einer links- bzw. rechtsli-
nearen Grammatik erzeugt. Es gilt somit:

Satz 4.3 Äquivalenz von regulären Sprachen und Typ-3-Sprachen

Die Klasse der regulären Sprachen ist die Klasse der Sprachen, die von regulären
Grammatiken erzeugt werden können.

Reguläre Sprachen werden auch als Typ-3-Sprachen bezeichnet.

Aus Satz 4.3 folgt die Äquivalenz von links- und rechtslinearen Grammatiken, denn
jede linkslineare Grammatik lässt sich in einen NEA transformieren und dieser zu-
rück in eine rechtslineare Grammatik. Dieses Ergebnis lässt sich ebenfalls durch
eine direkte Konstruktion erzielen. Wir zeigen an Beispiel 4.2, wie sich eine rechtsli-
neare Grammatik G1 = (V1, Σ, P1, S1) direkt in eine äquivalente linkslineare Gram-
matik G2 = (V2, Σ, P2, X) mit der Startvariablen X transformieren lässt.

Zunächst wird jede Regel der Form A → ε aus P1 in eine Regel X → A transformiert
(diese syntaktisch nicht erlaubten Regeln werden später wieder eliminiert). Jede
rechtslineare Regel der Form A → aA´ aus P1 wird transformiert in eine linkslinea-
re Regel A´ → Aa.
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Anmerkungen & Fragen:

• Warum stören eigentlich Fehlerzustände des Automaten bei der Transformation nicht? Zu was
werden sie?

4.2 Reguläre Grammatiken

71

Z = V, z0 = S, E = {A |A → ε ∈ P}, δ = {A →a B |A → aB ∈ P}.

Dann gilt: L (A) = L (G).

Ebenso lässt sich auch jede linkslineare Grammatik in einen äquivalenten NEA
transformieren (siehe Aufgabe 4.16).

Umgekehrt lässt sich jeder NEA in eine äquivalente rechtslineare Grammatik
transformieren, deren Variablen den Zuständen von A entsprechen:

Satz 4.2 Transformation eines NEA in eine rechtslineare Grammatik

Sei A = (Z, Σ, δ, z0, E) ein NEA. Die rechtslineare Grammatik (V, Σ, P, S) sei defi-
niert durch:

V = Z, S = z0, P = {z → az´ |z →a z´ ∈ δ} ∪ {z → ε|z ∈ E}.

Dann gilt: L (G) = L (A).

Das entsprechende Ergebnis gilt auch für linkslineare Grammatiken (siehe Aufgabe
4.16). Jede von einer regulären, das heißt links- bzw. rechtslinearen Grammatik er-
zeugte Sprache wird also von einem endlichen Automaten akzeptiert und ist somit
regulär. Umgekehrt wird auch jede reguläre Sprache von einer links- bzw. rechtsli-
nearen Grammatik erzeugt. Es gilt somit:

Satz 4.3 Äquivalenz von regulären Sprachen und Typ-3-Sprachen

Die Klasse der regulären Sprachen ist die Klasse der Sprachen, die von regulären
Grammatiken erzeugt werden können.

Reguläre Sprachen werden auch als Typ-3-Sprachen bezeichnet.

Aus Satz 4.3 folgt die Äquivalenz von links- und rechtslinearen Grammatiken, denn
jede linkslineare Grammatik lässt sich in einen NEA transformieren und dieser zu-
rück in eine rechtslineare Grammatik. Dieses Ergebnis lässt sich ebenfalls durch
eine direkte Konstruktion erzielen. Wir zeigen an Beispiel 4.2, wie sich eine rechtsli-
neare Grammatik G1 = (V1, Σ, P1, S1) direkt in eine äquivalente linkslineare Gram-
matik G2 = (V2, Σ, P2, X) mit der Startvariablen X transformieren lässt.

Zunächst wird jede Regel der Form A → ε aus P1 in eine Regel X → A transformiert
(diese syntaktisch nicht erlaubten Regeln werden später wieder eliminiert). Jede
rechtslineare Regel der Form A → aA´ aus P1 wird transformiert in eine linkslinea-
re Regel A´ → Aa.

Lizensiert für petersen@phil.hhu.de.
© 2007 Carl Hanser Fachbuchverlag. Alle Rechte vorbehalten. Keine unerlaubte Weitergabe oder Vervielfältigung.

- orderid - 16813115 - transid - 16813115_1D -

(Socher, S. 71)4.2 Reguläre Grammatiken

73

Tabelle 4.1: Entscheidungsprobleme für reguläre Sprachen

Die Sprache L ist dabei jeweils gegeben durch einen regulären Ausdruck, eine regu-
läre Grammatik oder einen endlichen Automaten. Ein Algorithmus zur Lösung ei-
nes Entscheidungsproblems muss folgendes leisten: Bei Eingabe der entsprechen-
den Parameter gibt er ja aus, wenn die entsprechende Frage mit ja zu beantworten
ist, ansonsten nein. Gibt es einen solchen Algorithmus, so nennen wir das Problem
entscheidbar. Wir begnügen uns an dieser Stelle mit einer informellen Einführung
der Begriffe Entscheidungsproblem, Algorithmus und Entscheidbarkeit. Formale
Definitionen dieser Konzepte werden in Kapitel 6 gegeben.

Ein Algorithmus zur Lösung des Wortproblems für reguläre Sprachen lässt sich fol-
gendermaßen angeben: Er konstruiert aus der gegebenen Grammatik oder dem re-
gulären Ausdruck für die Sprache L einen DEA A und lässt anschließend das Wort
w von A verarbeiten. Der Algorithmus gibt genau dann ja aus, wenn der Automat A
das Wort w akzeptiert. Das Wortproblem für reguläre Sprachen ist also entscheid-
bar.

Die große Bedeutung des Wortproblems ergibt sich aus der Tatsache, dass jeder
Compiler für eine bestimmte Programmiersprache LP im Prinzip ein Algorithmus
zur Lösung eines speziellen Wortproblems ist. Die Eingabe für den Compiler ist ein
Quellprogramm, in unserer Terminologie ein Wort wP über einem Alphabet Σ. Der
Compiler soll unter anderem feststellen, ob das Programm syntaktisch korrekt ist,
also ob wP ein Wort der Sprache LP ist. Eine Sprache, deren Wortproblem nicht ent-
scheidbar ist, scheidet somit als Programmiersprache sofort aus, denn für sie kann
es keinen Compiler geben.

Es reicht jedoch nicht aus, irgendeinen Algorithmus zur Lösung des Wortproblems
für eine gegebene Programmiersprache zu finden, sondern ein Compiler sollte auch
möglichst effizient arbeiten. Algorithmen mit exponentieller Laufzeit scheiden von
vornherein aus. Die Begriffe der Effizienz und der Laufzeit sollen hier nur informell
eingeführt werden, eine präzise Definition wird in Kapitel 7 dargestellt.

Es liegt nahe, das Wortproblem für reguläre Sprachen mit endlichen Automaten zu
lösen. Dies ist auch die effizienteste Möglichkeit, denn ein deterministischer endli-
cher Automat verarbeitet das Eingabewort zeichenweise, das heißt, die Ableitung

(z0,w) →* (z,ε)

Problem Gegeben Gefragt Entscheidbar?

Wortproblem L und w ∈ Σ* Gilt w ∈ L? Ja

Leerheitsproblem L Gilt L = ∅? Ja

Endlichkeitsproblem L Gilt |L| < ∞? Ja

Äquivalenzproblem L1 und L2 Gilt L1 = L2? Ja
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umfasst genau |w| Schritte. Man spricht in diesem Fall von linearer Zeitkomplexität
(siehe Kapitel 7), da der Aufwand in linearer Weise mit der Länge der Eingabe an-
steigt. Man kann jedoch auch die zugrunde liegende Grammatik für einen Algorith-
mus zur Lösung des Wortproblems benutzen (siehe Aufgabe 4.3).

Auch das Leerheitsproblem lässt sich mit Hilfe von deterministischen endlichen Au-
tomaten auf einfache Weise lösen. Die Sprache L ist genau dann leer, wenn der zu-
gehörige DEA mit keinem Eingabewort einen Endezustand erreicht. Dies ist genau
dann der Fall, wenn [z0]* keinen Endezustand enthält, und diese Frage wird im Zu-
sammenhang mit der Minimierung deterministischer endlicher Automaten (siehe
Kapitel 2) beantwortet. Enthält der DEA nach dem ersten Schritt der Minimierung
– also der Entfernung aller Zustände, die vom Startzustand aus nicht erreichbar
sind – keine Endezustände mehr, so ist die zugehörige Sprache leer.

Das Endlichkeitsproblem lässt sich auf folgende Art lösen: Ein endlicher Automat
akzeptiert genau dann unendlich viele Wörter, wenn er eine Schleife besitzt, die zu
einem Endezustand führt. Der Algorithmus zur Lösung des Endlichkeitsproblems
muss also sämtliche Wege, die zu einem Endezustand führen, daraufhin untersu-
chen, ob sie eine Schleife haben.

Die Lösung des Äquivalenzproblems bleibt der Leserin bzw. dem Leser überlassen
(siehe Aufgabe 4.19).

4.3 Kontextfreie Grammatiken

Mit den regulären Grammatiken, regulären Ausdrücken und endlichen Automaten
(deterministische, nichtdeterministische sowie nichtdeterministische mit ε-Über-
gängen) haben wir bisher drei verschiedene Konzepte zur Beschreibung regulärer
Sprachen kennengelernt. Jedoch lassen sich bereits sehr einfache und häufig vor-
kommende Sprachkonstrukte, wie etwa korrekt geklammerte arithmetische Aus-
drücke, nicht durch reguläre Ausdrücke beschreiben (siehe Abschnitte 3.2 und 3.3).
In diesem Abschnitt betrachten wir die Klasse der kontextfreien Sprachen, die eine
Erweiterung der Klasse der regulären Sprachen darstellt. Diese umfasst alle we-
sentlichen Konstrukte, die in den wichtigsten Programmiersprachen auftreten und
hat daher eine sehr große praktische Bedeutung.

Grundlegende Definitionen

Definition 4.3: Kontextfreie Grammatik

Eine Grammatik heißt kontextfrei, wenn ihre Regeln von der Form l → r, mit l ∈ V
sind.
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Elimination nutzloser Variablen

Schließlich wird ein Verfahren angegeben, um nutzlose Variablen in einer kontext-
freien Grammatik zu eliminieren. Wir betrachten dazu folgendes Beispiel:

S → 0A |1B
A → 1A
B → 0B |0
C → 1B

Die Variable C ist nutzlos, denn sie kann von der Startvariablen aus nicht erreicht
werden, das heißt, es lässt sich kein Wort ableiten, das C enthält. Daher kann die
Regel für C gestrichen werden.

Die Variable A kann zwar aus S abgeleitet werden, aber die Ableitung kann niemals
in einem Terminalwort enden:

S ⇒ 0A ⇒ 01A ⇒ 011A ⇒ 0111A …

Wir sagen, die Variable A terminiert, wenn eine der folgenden Bedingungen erfüllt
ist:

" Es gibt eine Regel A → w, sodass w ein Terminalwort ist.

" Es gibt eine Regel A → w, sodass jede in w vorkommende Variable terminiert.

Aus dieser rekursiven Definition lässt sich auf einfache Weise ein iterativer Algo-
rithmus herleiten, der die Menge der terminierenden Variablen bestimmt.

Eine Variable A ist nutzlos in einer Grammatik G, wenn sie entweder nicht termi-
niert oder wenn sie von S aus nicht erreichbar ist. In der Grammatik G können
sämtliche Regeln, die eine nutzlose Variable auf der rechten oder linken Seite ent-
halten, gestrichen werden.

Die Chomsky-Normalform

Definition 4.4: Chomsky-Normalform (CNF)

Eine kontextfreie Grammatik G mit ε ∉ L (G) heißt in Chomsky-Normalform, wenn
alle ihre Regeln von einer der beiden folgenden Formen sind:

A → BC oder
A → a

mit A, B, C ∈ V, a ∈ Σ.

Jede kontextfreie Grammatik G mit ε ∉ L (G) lässt sich in Chomsky-Normalform
transformieren. Die Transformation beginnt mit folgenden Schritten:

" Elimination der ε-Regeln

" Elimination der Kettenregeln
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Errata S. 81: Vorsicht, in dem Algorithmus sind die Rollen vertauscht. Im Fließtext auf Seite 80 und
81 steht T [i, j] für die Menge der Variablen, aus denen sich das Wort der Länge i, das an der Position j
beginnt, ableiten lässt. Im Algorithmus auf Seite 81 steht T [i, j] für die Menge der Variablen, aus denen
sich das Wort der Länge j, das an der Position i beginnt, ableiten lässt.
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for k = 1 to j-1 do
for X → YZ ∈ P:

if (Y ∈ T[i,k] & Z ∈ T[i+k,j-k]) then T[i,j] = T[i,j] ∪ {X}

4.5 Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Das Pumping-Lemma

Das Pumping-Lemma für reguläre Sprachen (Satz 3.4) beschreibt eine notwendige
Bedingung für die Regularität einer Sprache. Es wird benutzt, um nachzuweisen,
dass eine gegebene Sprache L nicht regulär ist. Auch für kontextfreie Sprachen gibt
es ein entsprechendes Pumping-Lemma, das zum Nachweis benutzt werden kann,
dass eine gegebene Sprache nicht kontextfrei ist.

Satz 4.4 Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Zahl N ≥ 0, sodass sich jedes
Wort z ∈ L mit |z| ≥ N in der folgenden Form schreiben lässt

z = uvwxy mit |vx| ≥ 1 und |vwx| ≤ N,
und für alle i ≥ 0 gilt, dass uviwxiy ∈ L ist.

Auch das Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen beschreibt eine notwendige,
jedoch nicht hinreichende Bedingung für die Kontextfreiheit, das heißt, eine Spra-
che, die die im Pumping-Lemma beschriebene Eigenschaft besitzt, ist nicht notwen-
digerweise kontextfrei.

Um zu zeigen, dass eine gegebene Sprache L nicht kontextfrei ist, weist man nach,
dass L die im Pumping-Lemma konstatierte Eigenschaft nicht besitzt.

Beispiel 4.6: Anwendung des Pumping-Lemmas für kontextfreie Sprachen

Sei Σ = {a,b,c} und

L = {akbkck |k ≥ 1}
Sei N die Zahl aus dem Pumping-Lemma. Wir wählen das Wort z = aNbNcN ∈ L.
Dann lässt sich z zerlegen in die Form z = uvwxy mit |vx| ≥ 1 und |vwx| ≤ N. Das
Wort vwx ist ein Teilwort von z = aNbNcN. Aus |vwx| ≤ N folgt, dass vwx nicht alle
drei Zeichen a, b und c enthalten kann. Es gibt also folgende Möglichkeiten:

a) vwx ist Teilwort von aNbN (und damit ist auch w ein Teilwort von aNbN)

b) vwx ist Teilwort von bNcN (und damit ist auch w ein Teilwort von bNcN)
Wir behandeln nur den ersten Fall; der zweite ist völlig analog. Wegen |vx| ≥ 1 ist |w|
< |vwx|, also ist auch |w|a + |w|b < |vwx|a + |vwx|b. Damit ist
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|uwy|a + |uwy|b < |uvwxy|a + |uvwxy|b = 2N.

Weiterhin ist |y|c = N, also auch |uwy|c = N, und damit kann uwy = uv0wx0y nicht in
L sein, im Widerspruch zur Behauptung des Pumping-Lemmas. "

Abgeschlossenheitseigenschaften

Ebenso wie in Abschnitt 3.4 wollen wir hier Abgeschlossenheitseigenschaften kon-
textfreier Sprachen untersuchen. Diese sind nützlich, um aus gegebenen kontext-
freien Sprachen neue zu konstruieren bzw. die Kontextfreiheit zusammengesetzter
Sprachen zu beweisen.

Satz 4.5 Abgeschlossenheitseigenschaften kontextfreier Sprachen

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter Vereinigung, Konka-
tenation und Kleene-Stern. Sie ist nicht abgeschlossen unter Durchschnitt und
Komplement.

Beweis: a) Seien L1 und L2 kontextfreie Sprachen, die durch die Grammatiken

G1 = (V1, Σ, P1, S1) und G2 = (V2, Σ, P2, S2)

definiert sind. Wir nehmen an, dass die Variablenmengen V1 und V2 disjunkt sind.
Sei ferner S ein Symbol, das weder in V1 noch in V2 vorkommt.

Wir konstruieren zunächst eine Grammatik

G3 = (V1 ∪ V2 ∪ {S}, Σ, P1 ∪ P2 ∪ {S → S1 |S2}, S),

die die Vereinigung L1 ∪ L2 erzeugt. G3 umfasst also alle Produktionen aus G1 und
aus G2 und eine Produktion, die vom neuen Startsymbol S wahlweise zu den Start-
symbolen von G1 und G2 verzweigt. Ist w ∈ L1, so gibt es eine Ableitung S1 ⇒* w in
G1. Dann ist S ⇒ S1 ⇒* w eine Ableitung in G3. Entsprechend hat auch jedes Wort
in L2 eine Ableitung in G3. Damit ist also L1 ∪ L2 ⊆ L (G3). Ist umgekehrt w ∈
L (G3), so gibt es eine Ableitung S ⇒* w in G3. Der erste Schritt dieser Ableitung
muss von der Form S ⇒ S1 oder S ⇒ S2 sein. Im ersten Fall haben wir also eine Ab-
leitung S ⇒ S1 ⇒* w. Der zweite Teil S1 ⇒* w dieser Ableitung muss komplett in G1
stattfinden, da die Variablen von G1 und G2 disjunkt sind, und S1 ist ein Symbol aus
G1. Also ist w ∈ L1. Im zweiten Fall gilt entsprechend w ∈ L2. Somit ergibt sich
L (G3) ⊆ L1 ∪ L2, insgesamt also L1 ∪ L2 = L (G3), das heißt, die Sprache L1 ∪ L2 ist
kontextfrei.

Auf ähnliche Weise konstruieren wir eine Grammatik

G4 = (V1 ∪ V2 ∪ {S}, Σ, P1 ∪ P2 ∪ {S → S1 S2}, S),

die die Konkatenation L1L2 erzeugt. G4 umfasst also alle Produktionen aus G1 und
aus G2 und eine Produktion, die aus dem neuen Startsymbol S die Konkatenation
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Dies bedeutet: Liest KA im Zustand z0 das Eingabezeichen 0, so bleibt er im Zustand
z0, und legt das Zeichen A oben auf den Keller.

δ3: (z0, A) →1 (z1, ε)

Sobald er die erste Eins liest, geht er in den Zustand z1 über und entfernt das ober-
ste Kellerzeichen A (das heißt, ersetzt es durch das leere Wort).

δ4: (z1, A)→1 (z1, ε)

Liest er eine weitere Eins, so bleibt er im Zustand z1 und entfernt das oberste Kel-
lerzeichen.

δ5: (z0, ⊥) →ε (z2, ε)

δ6: (z1, ⊥) →ε (z2, ε)

Ist der Keller im Zustand z0 oder z1 leer (bis auf das Startsymbol), so wechselt der
Automat mit einem ε-Übergang in den Endezustand z2 über und leert den Keller
komplett.

Die Regeln δ5 und δ6 machen die Bedeutung des Keller-Bodensymbols klar. Gäbe es
kein solches Symbol, das das Ende des Kellers anzeigt, so könnte man unmöglich er-
kennen, wann das letzte Kellerzeichen entfernt wurde. Der Keller wäre dann „ohne
Vorwarnung“ komplett leer, und für diese Situation wäre kein Übergang definiert.
Das Keller-Bodensymbol ist somit eine Art letzte Warnung vor dem leeren Keller.
Bei dem Entwurf eines Kellerautomaten ist also zu beachten, dass die Regeln so ge-
staltet sind, dass das Keller-Bodensymbol nicht „aus Versehen“ entfernt wird, son-
dern stets das unterste Zeichen des Kellers bleibt.

Ist das Eingabewort von der Form 0n1n, so ist garantiert, dass der Automat am
Schluss alle A´s wieder entfernt hat, das heißt, das Eingabewort wird akzeptiert.
Hat das Eingabewort weniger Einsen als Nullen, so bleiben am Schluss der Berech-
nung noch Zeichen im Keller, der Automat befindet sich dann im Nicht-Endezu-
stand z1. Hat es dagegen mehr Einsen als Nullen, so ist der Keller früher leer als
das Eingabewort und dann gibt es keine Übergangsregel mehr.

Definition 4.5: Nichtdeterministischer Kellerautomat (NKA)

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (NKA) besteht aus den Komponenten Z,
Σ, Γ, ⊥, Δ, z0, E:

" Z ist eine endliche Menge von Zuständen

" Σ ist ein Alphabet, das sog. Eingabealphabet

" Γ ist ein Alphabet, das sog. Kelleralphabet

" ⊥ ∈ Γ ist das Keller-Startsymbol
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" Δ ⊆ Z × Γ × (Σ ∪ {ε}) × Z × Γ* ist die Übergangsrelation

" z0 ∈ Z ist der Startzustand

" E ⊆ Z ist die Menge der Endezustände

Es ist nicht zwingend erforderlich, die Zeichen des Kelleralphabets von den Zeichen
des Eingabealphabets getrennt zu halten, das heißt Γ ∩ Σ = ∅ zu fordern.

Wir schreiben (z, A) →a (z´,W), falls (z, A, a, z´, W) ∈ Δ gilt. Wir schreiben δ(z, A, a)
= {(z´, W) | (z, A, a, z´, W) ∈ Δ}.

Verarbeitung eines Eingabewortes

Eine Konfiguration eines NKA muss nun zusätzlich zum aktuellen Zustand und
zum restlichen Eingabewort auch die Information über das aktuelle Kellerwort ent-
halten. Eine Konfiguration ist somit ein Tripel der Form (z, W, w) mit z ∈ Ζ, W ∈ Γ*
und w ∈ Σ*.

Beispiel 4.8: Verarbeitung eines Eingabewortes durch einen Kellerautomaten

Wir betrachten den in der Einführung zu diesem Abschnitt definierten NKA KA.

a) Tabelle 4.3 zeigt die Abfolge der Konfigurationen bei der Verarbeitung des Wortes
w = 0011. Die Berechnung startet im Zustand z0 und mit einem Keller, der nur das
Startsymbol enthält. Die Berechnung endet im Endezustand z2. Das Eingabewort
wird akzeptiert.

b) Tabelle 4.4 zeigt die Abfolge der Konfigurationen bei der Verarbeitung des Wortes
w = 0011. In diesem Fall endet die Berechnung im Zustand z1, weil für die letzte
Konfiguration (z1, A⊥, 01) keine Folgekonfiguration möglich ist. Das Wort wird
nicht akzeptiert. "

Tabelle 4.3: Verarbeitung des Eingabewortes 0011 durch KA

Zustand Keller w Regel

z0 ⊥ 0011 δ1

z0 A⊥ 011 δ2

z0 AA⊥ 11 δ3

z1 A⊥ 1 δ4

z1 ⊥ ε δ6

z2 ε ε
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Tabelle 4.4: Verarbeitung des Eingabewortes 00101 durch KA

Definition 4.6: Akzeptierung mit Endezustand

Sei K ein NKA.

Die Relation → auf der Menge der Konfigurationen von K ist definiert durch

(z, AW, aw) → (z´, VW, w), falls (z, A) →a (z´,V)
(z, AW, w) → (z´, VW, w), falls (z, A) →ε (z´,V).

Der Automat K akzeptiert das Eingabewort w mit Endezustand genau dann, wenn
es ein ze ∈ E und W ∈ Γ* gibt mit

(z0, ⊥, w) →* (ze, W, ε).

Die vom Automaten K mit Endezustand akzeptierte Sprache L E(K) ist definiert
durch:

L E(K) = {w ∈ Σ* |K akzeptiert w mit Endezustand}.

Dabei ist Folgendes zu beachten: In einer Konfiguration der Form (z, ε, w), also bei
leerem Keller, ist kein Übergang mehr möglich. Ist dagegen das Eingabewort leer,
so sind noch ε-Übergänge zulässig.

Im obigen Beispiel wurde zum Ende der Berechnung der Keller komplett geleert.
Dieses Prinzip lässt sich auch als Kriterium für die Akzeptierung verwenden. Bei
der Akzeptierung mit leerem Keller wird das Eingabewort akzeptiert, wenn am
Ende der Berechnung der Keller leer ist. Man erspart sich dadurch die Endezustän-
de.

Definition 4.7: Akzeptierung mit leerem Keller

Der Kellerautomat K akzeptiert das Eingabewort w mit leerem Keller, wenn

(z0, ⊥, w) →* (z, ε, ε)

gilt, das heißt, wenn zum Ende der Berechnung der Keller leer ist.

Die von K mit leerem Keller akzeptierte Sprache L LK(K) ist definiert durch:

L LK(K) = {w ∈ Σ* |K akzeptiert w mit leerem Keller}

Zustand Keller w Regel

z0 ⊥ 00101 δ1

z0 A⊥ 0101 δ2

z0 AA⊥ 101 δ3

z1 A⊥ 01
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Tabelle 4.4: Verarbeitung des Eingabewortes 00101 durch KA

Definition 4.6: Akzeptierung mit Endezustand

Sei K ein NKA.

Die Relation → auf der Menge der Konfigurationen von K ist definiert durch

(z, AW, aw) → (z´, VW, w), falls (z, A) →a (z´,V)
(z, AW, w) → (z´, VW, w), falls (z, A) →ε (z´,V).

Der Automat K akzeptiert das Eingabewort w mit Endezustand genau dann, wenn
es ein ze ∈ E und W ∈ Γ* gibt mit

(z0, ⊥, w) →* (ze, W, ε).

Die vom Automaten K mit Endezustand akzeptierte Sprache L E(K) ist definiert
durch:

L E(K) = {w ∈ Σ* |K akzeptiert w mit Endezustand}.

Dabei ist Folgendes zu beachten: In einer Konfiguration der Form (z, ε, w), also bei
leerem Keller, ist kein Übergang mehr möglich. Ist dagegen das Eingabewort leer,
so sind noch ε-Übergänge zulässig.

Im obigen Beispiel wurde zum Ende der Berechnung der Keller komplett geleert.
Dieses Prinzip lässt sich auch als Kriterium für die Akzeptierung verwenden. Bei
der Akzeptierung mit leerem Keller wird das Eingabewort akzeptiert, wenn am
Ende der Berechnung der Keller leer ist. Man erspart sich dadurch die Endezustän-
de.

Definition 4.7: Akzeptierung mit leerem Keller

Der Kellerautomat K akzeptiert das Eingabewort w mit leerem Keller, wenn

(z0, ⊥, w) →* (z, ε, ε)

gilt, das heißt, wenn zum Ende der Berechnung der Keller leer ist.

Die von K mit leerem Keller akzeptierte Sprache L LK(K) ist definiert durch:

L LK(K) = {w ∈ Σ* |K akzeptiert w mit leerem Keller}

Zustand Keller w Regel

z0 ⊥ 00101 δ1

z0 A⊥ 0101 δ2

z0 AA⊥ 101 δ3

z1 A⊥ 01
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Stimmen Eingabezeichen und Kellerzeichen überein, so wird das Kellerzeichen ge-
löscht und zum nächsten Eingabezeichen übergegangen. Dies wird durch folgende
Regel realisiert:

δ1: (z0, a) →a (z0, ε) für alle a ∈ Σ.

Ist das gelesene Kellerzeichen ein Nichtterminalsymbol (also S), so wird kein Einga-
bezeichen gelesen und das Kellerzeichen S wird durch die rechte Seite einer Regel,
also 0S1 oder ε ersetzt. Die entsprechenden Regeln lauten:

δ2: (z0, S) →ε (z0, 0S1)

δ3: (z0, S) →ε (z0, ε).

Tabelle 4.7 zeigt die Abfolge der Konfigurationen bei der Verarbeitung des Eingabe-
wortes w = 0011.

Tabelle 4.7: Verarbeitung des Eingabewortes 0011

Satz 4.6

Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es einen äquivalenten NKA KG.

Beweis: Sei G = (V, Σ, P, S).

Der Kellerautomat KG = (Z, Σ, Γ, ⊥, δ, z0, E) ist folgendermaßen definiert:

" Z = {z0}
" Γ = V ∪ Σ
" ⊥ = S

" E = ∅

Die Übergangsfunktion δ ist definiert durch:

Zustand Keller w Regel

z0 S 0011 δ2

z0 0S1 0011 δ1

z0 S1 011 δ2

z0 0S11 011 δ1

z0 S11 11 δ3

z0 11 11 δ1

z0 1 1 δ1

z0 ε ε
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δ1: (z0, a) →a (z0, ε) für alle a ∈ Σ,
δ2: (z0, X) →ε (z0, W) für alle X → W ∈ P.

Der Kellerautomat KG akzeptiert die Sprache L (G) mit leerem Keller. "

Umgekehrt gilt auch: Zu jedem Kellerautomaten K gibt es eine äquivalente kontext-
freien Grammatik GK. Zum Beweis dieses Satzes sei z.B. auf [Aste02] verwiesen.

Aus den beiden letzten Sätzen folgt:

Satz 4.7 Äquivalenz von Kellerautomaten und kontextfreien Grammatiken

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist genau die Klasse der Sprachen, die von
einem Kellerautomaten akzeptiert werden.

Deterministische Kellerautomaten

Satz 4.6 besagt, dass sich jede kontextfreie Grammatik in einen äquivalenten Kel-
lerautomaten transformieren lässt. Dies legt nahe, dass Kellerautomaten zur Syn-
taxerkennung kontextfreier Sprachen verwendet werden können. Dafür wäre jedoch
wichtig, dass die Verarbeitung eines Eingabewortes deterministisch verläuft, was
beim NKA nicht der Fall ist. Wie wir gesehen haben, macht der Kellerautomat KPal
bei der Erkennung von Palindromen auch Gebrauch vom Nichtdeterminismus.

Auch bei Kellerautomaten gibt es eine deterministische Variante. Dabei darf es zu
einem gegebenen Zustand z und oberstem Kellersymbol A höchstens einen Über-
gang zu jedem Eingabezeichen geben. Gibt es zu z und A einen ε-Übergang, so darf
es zu z und A keinen Übergang mit einem Eingabezeichen geben.

Definition 4.8: Deterministischer Kellerautomat, deterministisch kontextfreie Sprachen

Ein Kellerautomat heißt deterministisch (DKA), falls für alle z ∈ Z, A ∈ Γ, a ∈ Σ
gilt:

|δ(z, A, a)| + |δ(z, A, ε)| ≤ 1

Eine Sprache L heißt deterministisch kontextfrei, falls es einen deterministischen
Kellerautomaten gibt, der L mit Endezustand akzeptiert.

Im Gegensatz zu den endlichen Automaten besteht bei den Kellerautomaten ein Un-
terschied zwischen der deterministischen und der nichtdeterministischen Variante.
Beispielsweise gibt es keinen deterministischen Kellerautomaten, der die Sprache
der Palindrome akzeptiert. Das bedeutet, dass die Klasse der deterministisch kon-
textfreien Sprachen eine echte Teilklasse der kontextfreien Sprachen ist.

Bei deterministischen Kellerautomaten ist die Akzeptierung mit Endezustand nicht
äquivalent zur Akzeptierung mit leerem Keller.
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• Beachte, dass die Menge der deterministisch kontextfreien Sprachen eine echte Teilmenge der kon-
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textfreien Sprachen ist.

4 Grammatiken

96

4.8 Typ-1- und Typ-0-Grammatiken

In Abschnitt 4.5 wurde gezeigt, dass die Sprache

L = {akbkck |k ≥ 1}
über Σ = {a,b,c} nicht kontextfrei ist. Sie kann daher nicht mit einer kontextfreien
Grammatik erzeugt werden. Wir werden im Folgenden das Konzept der kontextsen-
sitiven Grammatik als Erweiterung der kontextfreien Grammatiken vorstellen, mit
dem sich die Sprache L erzeugen lässt.

Definition 4.9: Kontextsensitive (Typ-1-)Grammatik

Eine Grammatik heißt kontextsensitiv (oder vom Typ 1), wenn ihre Regeln von der
folgenden Form sind:

l → r, mit |l| ≤ |r|.
Als einzige Ausnahme ist die Regel S → ε zulässig. Enthält die Grammatik diese
Regel, so darf jedoch die Startvariable S nicht auf der rechten Seite einer Regel vor-
kommen.

Eine Sprache L heißt kontextsensitiv (oder vom Typ 1), wenn sie sich von einer kon-
textsensitiven Grammatik erzeugen lässt.

Wir werden nun eine kontextsensitive Grammatik über Σ = {a,b,c} angeben, die die
Sprache L erzeugt. Wir beginnen mit den Regeln

S → aSBC |aBC

Dabei sind B und C Variablen, aus denen später die Terminalsymbole b bzw. c abge-
leitet werden können. Mit diesen Regeln können offenbar Wörter der Form

an(BC)n = aa…aBCBC…BC, n ≥ 1

abgeleitet werden, bei denen jedoch die Reihenfolge der B´s und C´s noch nicht
stimmt. Die nächste Regel

CB → BC

sortiert die B´s und C´s in die richtige Reihenfolge. Nun können Wörter der Form

anBnCn, n ≥ 1

abgeleitet werden. Zum Schluss müssen noch die Variablen B und C durch die Ter-
minalsymbole b bzw. c ersetzt werden. Dies ist jedoch nicht mit den Regeln B → b
bzw. C → c möglich, denn diese könnten ja bereits auf das Wort an(BC)n angewandt
werden, und somit könnte das falsche Terminalwort an(bc)nerzeugt werden. Die
entsprechenden Regeln sind also so zu modifizieren, dass sie erst angewandt werden
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können, wenn die B´s und C´s in der richtigen Reihenfolge stehen. Dies leisten die
folgenden Regeln:

aB → ab
bB → bb
bC → bc
cC → cc

Damit kann beispielsweise das Wort aabbcc abgeleitet werden:

S ⇒ aSBC ⇒ aaBCBC ⇒ aaBBCC ⇒ aabBCC ⇒ aabbCC ⇒ aabbcC ⇒ aabbcc

Definition 4.10: Grammatik vom Typ 0

Eine allgemeine Grammatik (ohne Einschränkungen an die Syntax der Regeln)
heißt auch Grammatik vom Typ 0 oder Semi-Thue-System.

Eine Sprache L heißt vom Typ 0, wenn sie sich von einer Typ-0-Grammatik erzeu-
gen lässt.

4.9 Die Chomsky-Hierarchie

Bisher haben wir folgende Sprachklassen kennengelernt:

" reguläre Sprachen (Typ-3-Sprachen)

" kontextfreie Sprachen (Typ-2-Sprachen)

" kontextsensitive Sprachen (Typ-1-Sprachen)

" Typ-0-Sprachen (auch rekursiv aufzählbar genannt)

Betrachten wir nun die verschiedenen Sprachklassen über einem festen Alphabet Σ.
Für i = 0,..,3 sei TYP-iΣ die Klasse der Typ-i-Sprachen über Σ. Da jede reguläre
Grammatik per Definition auch kontextfrei ist, jede kontextfreie Grammatik auch
kontextsensitiv ist und jede kontextsensitive Grammatik eine allgemeine Gramma-
tik ist, ist jede Sprache TYP-iΣ in der nächstniedrigeren Sprache TYP-(i–1)Σ enthal-
ten. Diese Teilmengenbeziehung ist in jedem Fall auch eine strikte Teilmengenbe-
ziehung, was durch die so genannte Chomsky-Hierarchie [Chom56] ausgedrückt
wird. Diese kann durch folgende Formel dargestellt werden:

TYP-3Σ ⊂ TYP-2Σ⊂ TYP-1Σ ⊂ TYP-0Σ ⊂ 2Σ*

Dabei ist 2Σ* die Klasse aller Sprachen über Σ. Einige „Zeugen“ für die echte Teil-
mengenrelation haben wir (z.B. für Σ = {a,b,c}) bereits kennengelernt:

" L = {akbk |k ≥ 0} ist kontextfrei (TYP-2), aber nicht regulär (TYP-3).

" L = {akbkck |k ≥ 0} ist kontextsensitiv (TYP-1), aber nicht kontextfrei (TYP-2).
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Chomsky-Hierarchie & Automaten

Wiebke Petersen Automatentheorie und formale Sprachen - SoSe09 2

Entscheidbarkeit Transduktoren Chomsky hierarchy and NL

Ergebnisse zu Entscheidbarkeitsproblemen

Typ3 Typ2 Typ1 Typ0
Wortproblem E E E U
Leerheitsproblem E E U U
Äquivalenzproblem E U U U

E steht für entscheidbar
U steht für unentscheidbar

Entscheidbarkeitsprobleme für kontextfreie Sprachen
Wortproblem: Argumentation über Wortlänge
Leerheitsproblem: Markiere die Symbole der Regeln aus denen ein
Terminalwort ableitbar ist (wenn Startsymbol markiert, dann ist die
Sprache nicht leer).

Wiebke Petersen Automatentheorie und formale Sprachen - SoSe09 5
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Hausaufgaben:
Bearbeiten sie bitte die Aufgaben 4.1, 4.6,4.10,4.11, 4.12, 4.13, 4.15
Sie können ihre Ergebnisse mit den Lösungsvorschlägen im Anhang abgleichen. Die Hausaufgaben werden
nicht eingereicht.

Mögliche Klausuraufgaben zu Kapitel 4:
• Geben Sie zu einer Sprache eine rechtslineare Grammatik an (Aufgabe 4.1)

• Gegeben ein endlicher Automat, geben sie eine rechtslineare Grammatik an, die die Sprache gene-
riert, die der Automat akzeptiert.

• Gegeben eine rechtslineare Grammatik, geben sie einen endlichen Automaten an, der die Sprache
akzeptiert, die die Grammatik generiert.

• Beweisen Sie, dass die Klasse der kontextfreien Sprachen abgeschlossen ist unter Konkatenation (S.
83).

• Wandeln Sie eine Grammatik in CNF um (Aufgabe 4.10).

• Zeigen Sie, dass eine Sprache nicht kontextfrei ist(Aufgabe 4.11).

• Konstruieren Sie einen Kellerautomaten zu einer gegebenen Sprache und stellen Sie die Verarbeitung
eines gegebenen Wortes dar (Aufgabe 4.15). Gibt es einen deterministischen Kellerautomaten zu
der Sprache?

• Geben Sie zu einer gegebenen kontextfreien Grammatik einen korrespondierenden Kellerautomaten
an.

• Geben Sie zu einem gegebenen Kellerautomaten eine korrespondierende kontextfreie Grammatik
an.
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5. Kapitel

5 Turing-Maschinen und Berechenbarkeit

104

schen dem Eingabealphabet Σ und dem Bandalphabet Γ, das Σ als Teilmenge ent-
hält.

Die Anweisungen für die Turing-Maschine sind in der Übergangsfunktion δ darge-
stellt. Die Anweisung δ(z, a) = (z´, b, L) hat folgende Bedeutung: Ist die Maschine im
Zustand z und liest vom Band das Zeichen a, so geht sie anschließend in den Zu-
stand z´ über, überschreibt das Zeichen a mit dem Zeichen b und bewegt den Lese-
Schreib-Kopf um eine Zelle nach links. Die Anweisung δ(z, a) = (z´, b, R) bewirkt
dasselbe Verhalten mit dem einzigen Unterschied, dass der Zeiger nach rechts be-
wegt wird.

Definition 5.1: Turing-Maschine

Eine (deterministische) Turing-Maschine (TM) besteht aus den Komponenten Z, Σ,
Γ, δ, z0, #, E.

" Z ist eine endliche Menge von Zuständen.

" Σ ⊂ Γ ist das Eingabealphabet.

" Γ ist das Bandalphabet.

" δ : Z × Γ → Z × Γ × {L, R} ist die Übergangsfunktion.
δ ist eine partielle Funktion. Wir schreiben δ(z, a) = ⊥, falls δ(z, a) undefiniert
ist.

" z0 ∈ Z ist der Startzustand.

" # ∈ Γ – Σ ist das Leerzeichen (auch Blanksymbol genannt).

" E ⊆ Z ist die Menge der Endezustände.

# # c a b 0 1 # # ...

Lese-Schreib-Kopf (Zeiger)

z3 Steuereinheit

...

# # c d b 0 1 # # ...

z4

...

δ(z3,a) = (z4, d, R)

Abbildung 5.2: Prinzip der Turing-Maschine

δ(z, a) = (z´, b, X)

aktueller Zustand Folgezustand

elesenes Zeichen an die Stelle von a geschriebenes Zeichen

Richtungsangabe für Schreib-Lese-Kopf (L/R)
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(z0, 010) → (z1, #10) → (z1, #10) → (z1, #10#) → (z2, #10#) →
(z3, #1##) → (z3, #1##) → (z0, #1##) → (z4, ####) → (z5, ####) → (zE, ####)

Formal beschreiben wir die Berechnung einer Turing-Maschine wieder unter Ver-
wendung von Konfigurationen.

Definition 5.2: Konfiguration einer TM

Eine Konfiguration einer Turing-Maschine ist ein Tripel (v, z, w) mit v, w ∈ Γ* und z
∈ Z. Dabei ist z der aktuelle Zustand, v der links vom Zeiger stehende Bandinhalt
und w der rechts vom Zeiger stehende Bandinhalt. Der Zeiger steht dabei auf dem
ersten Zeichen von w.

Die Übergangsrelation auf der Menge der Konfigurationen ist folgendermaßen defi-
niert:

(v, z, aw) → (vb, z´, w), falls δ(z, a) = (z´, b, R) und

(vc, z, aw) → (v, z´, cbw), falls δ(z, a) = (z´, b, L).

Dabei ist w für w ∈ Γ* definiert durch:

Hat der Lese-Schreib-Kopf das letzte Zeichen der Eingabe nach links oder nach
rechts überschritten, so wird also ein Leerzeichen angehängt.

Definition 5.3: Akzeptierung durch eine TM, rekursiv aufzählbare und rekursive Sprachen

Die Turing-Maschine M akzeptiert das Eingabewort w genau dann, wenn es ein ze ∈
E sowie Wörter v und u ∈ Γ* gibt mit

(#, z0, w) →* (v, ze, u).

Die von M akzeptierte Sprache L (M) ist definiert durch:

L (M) = {w ∈ Σ* |M akzeptiert w}.
Eine Sprache L heißt rekursiv aufzählbar, wenn es eine Turing-Maschine M gibt,
die L akzeptiert.

Eine Sprache L heißt rekursiv, wenn es eine Turing-Maschine M gibt, die L akzep-
tiert und die für jede Eingabe terminiert.

Für einen endlichen Automaten ist das Ende der Berechnung erreicht, sobald das
letzte Zeichen des Eingabewortes gelesen wurde. Für eine Turing-Maschine jedoch,
die das Eingabewort in beliebiger Reihenfolge und beliebig oft lesen kann, muss das
Ende einer Berechnung auf andere Weise definiert werden. Es gibt drei verschiede-
ne Möglichkeiten für den Verlauf einer Berechnung:

w w falls w ε≠
# falls w=ε⎩

⎨
⎧

=
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Errata S. 106: Definition 5.2: Dabei ist z der . . . und w der am Zeiger beginnende Bandinhalt.

Anmerkungen & Fragen:

• Auf http://www.matheprisma.uni-wuppertal.de/Module/Turing/index.htm finden Sie ein sehr
gutes Selbstlernmodul für Turingmaschinen. Wenn Sie dieses Durcharbeiten sind Sie bestens vor-
bereitet auf die kommende Sitzung.
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Errata S. 107: delta(Z,A,Z1,B,X). . . beschreibt die Funktion bzw. Relation δ.
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Symbol. Dort liest sie den Zellinhalt in der Inhaltsspur und speichert ihn in einem
Zustand. Anschließend geht sie weiter nach rechts und liest jeweils die Zelle aus,
auf die ein ↑-Zeiger verweist und speichert den Zellinhalt. Hat M2 auf diese Weise
alle k ↑-Zeiger durchlaufen (dies kann beispielsweise durch Abzählen festgestellt
werden), so läuft M2 wieder nach links und überschreibt jeweils die Zellen, auf die
ein ↑-Zeiger verweist, mit dem Zeichen, das die Anweisung von M1 für das entspre-
chende Band vorgibt und bewegt den ↑-Zeiger entsprechend nach links bzw. rechts,
ebenfalls nach Anweisung von M1.

Äquivalenz von deterministischen und nichtdeterministischen TM

Genau wie für endliche Automaten gilt, dass der Nichtdeterminismus der Turing-
Maschine keine neuen Fähigkeiten hinzufügt:

Satz 5.1 Äquivalenz von deterministischen und nichtdeterministischen Turing-Maschinen

Die Klasse der von deterministischen Turing-Maschinen akzeptierten Sprachen ist
gleich der Klasse der von nichtdeterministischen Turing-Maschinen akzeptierten
Sprachen.

Beweisskizze: Zum Beweis wird die Simulation einer gegebenen nichtdeterministi-
schen TM Mn durch eine deterministische Maschine Md angegeben. Wir wollen die
Idee dieser Simulation hier lediglich skizzieren.

Für jedes Paar (z, a) hat die nichdeterministische Maschine Mn mehrere Aktions-
möglichkeiten entsprechend der Menge δ(z, a). Wir nummerieren die Elemente die-
ser Menge in einer festen Reihenfolge durch. Sei K das Maximum der |δ(z, a)| für
alle Paare (z, a). Bei jedem Einzelschritt kann die Maschine Mn eine der zur Verfü-
gung stehenden Aktionen wählen. Eine konkrete Berechnung von Mn lässt sich also
als endliche Folge von Zahlen zwischen 1 und K darstellen.

Die Maschine Md verfügt über drei Bänder. Auf dem ersten Band steht das Eingabe-
wort. Dieses Band bleibt während der gesamten Berechnung unverändert. Auf dem
zweiten Band notiert Md sukzessive alle endlichen Folgen von Zahlen zwischen 1
und K, und zwar systematisch der Länge nach und bei gleicher Länge in numeri-
scher Ordnung. Eine solche Folge kann eine mögliche Berechnung von Mn darstel-
len; es kann jedoch auch Folgen geben, für die dies nicht gilt.

Jeweils nach dem Erzeugen einer solchen Folge kopiert Md die Eingabe von Band
eins auf Band drei. Anschließend simuliert Md die Berechnung, die Mn mittels die-
ser Anweisungsfolge durchführen würde. Befindet sich etwa Md im Zustand z und
liest auf Band drei das Eingabezeichen a und auf Band zwei die Zahl k, so führt sie
die k-te Aktion der Menge δ(z, a) aus, falls es eine Aktion dieser Nummer gibt. An-
dernfalls bricht Md an dieser Stelle ab und erzeugt die nächste Zahlenfolge auf Band
zwei.
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Akzeptiert Mn das Eingabewort w, so gibt es eine endliche Zahlenfolge, die einer
Folge von Aktionen entspricht, die in einem Endezustand terminiert. In diesem Fall
wird Md diese Zahlenfolge irgendwann auf Band zwei generieren und anschließend
die entsprechende akzeptierende Berechnung von Mn ausführen. Akzeptiert Mn das
Eingabewort nicht, dann gibt es auch keine solche Zahlenfolge. In diesem Fall wird
Md immer weiter Zahlenfolgen generieren und nie terminieren.

Rekursiv aufzählbare und Typ-0-Sprachen

Satz 5.2

Zu jeder Sprache L vom Typ 0 über einem Alphabet Σ gibt es eine Turing-Maschine,
die L akzeptiert.

Beweisskizze: Sei G = (Σ, V, P, S) eine Typ-0-Grammatik, die die Sprache L er-
zeugt. Im folgenden soll die Arbeitsweise einer äquivalenten (nichtdeterministi-
schen) Turing-Maschine A über dem Alphabet Σ ∪ V skizziert werden. Ist w das
Eingabewort, so versucht A (nichtdeterministisch) die Ableitung von w aus dem
Startsymbol S rückwärts zu durchlaufen.

Dazu wählt A nichtdeterministisch eine Produktion u → v aus P aus, sodass v als
Teilwort in w vorkommt, etwa w = xvy. Gibt es keine solche Regel, so stoppt A in ei-
nem Nicht-Endezustand, das heißt, das Eingabewort w wird nicht akzeptiert. Gibt
es eine solche Regel, so ersetzt A das Teilwort v durch das Wort u (die linke Seite der
Regel).

Ist u kürzer als v, so schiebt A das Teilwort y rechts von v um entsprechend viele
Stellen nach links, sodass anschließend das Wort xuy auf dem Band steht.

Ist u länger als v, so schiebt A das Teilwort y rechts von v um entsprechend viele
Stellen nach rechts, um Platz für u zu schaffen.

Anschließend wählt A wieder die nächste Produktion aus P aus, sodass die rechte
Seite in w vorkommt usw., solange bis entweder keine solche Regel mehr existiert,
oder bis nur noch das Startsymbol S auf dem Band steht. Im letzteren Fall stoppt
die Berechnung in einem Endezustand.

Die Turing-Maschine A akzeptiert die Sprache L. "

Die Arbeitsweise der Turing-Maschine A lässt sich mit folgendem Prolog-Programm
veranschaulichen.

" akzept(W) ist wahr, wenn die Turing-Maschine A das Wort W akzeptiert, das
heisst, wenn die Grammatik G das Wort W erzeugt.

" Die Regeln der Grammatik sind gegeben durch Fakten der Form L ---> R (siehe
auch Prolog-Programm 4.1).
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Listing 5.2 Prolog-Programm für das Akzeptieren eines Wortes

akzept(W) :-

L ---> R,
append3(Links,R,Rechts,W),
append3(Links,L,Rechts,V),

akzept(V).

akzept([S]):-

startsymbol(S).

Umgekehrt gilt auch:

Satz 5.3

Ist A eine Turing-Maschine über Σ, dann ist L (A) vom Typ 0.

Beweis: Es sei A eine TM mit einem einseitig unendlichen Band. Sei $ das Symbol
für den Bandanfang. Zum Beweis muss eine allgemeine Grammatik G über Σ kon-
struiert werden, die die Sprache L := L (A) erzeugt.

Die Grammatik G arbeitet folgendermaßen: Sie kann jedes mögliche Eingabewort w
sozusagen vorläufig erzeugen, nämlich in einer Form, die noch kein Terminalwort
darstellt. Anschließend simuliert sie auf diesem Wort die Aktionen der Maschine A.
Sind diese erfolgreich, so rekonstruiert G das ursprüngliche Wort w als Terminal-
wort.

Zunächst kann aus dem Startsymbol jedes Wort w = a1a2..an ∈ Σ* zusammen mit
einer entsprechenden Startkonfiguration #z0a1a2…an$ für die Maschine A abgelei-
tet werden. Das Paar Eingabewort/Maschinenkonfiguration wird in der folgenden
Weise dargestellt:

(ε, $) z0 (a1, a1) (a2, a2) … (an, an) (ε, #).

Die Paare (a, b) ∈ Σ × Γ bilden zusammen mit der Menge Z der Maschinenzustände
sowie S und A die Variablen der Grammatik G. Die folgenden Regeln ermöglichen
die oben erwähnte Ableitung.

S → (ε, $) z0 A

A → (a, a) A | (ε, #) für alle a ∈ Σ
Während den ganzen folgenden Ableitungen bleiben die linken Komponenten der
Paare, die ja zusammen das Eingabewort bilden, erhalten. Auf den rechten Kompo-
nenten simuliert G die Abfolge der Maschinenkonfigurationen der Maschine A bei
Eingabe von w:

z (a, A) → (a, B) z´ für δ(z, A) = (z´, B, R), für alle a ∈ Σ

z (ε, #) → (ε,B) z´ (ε, #) für δ(z, #) = (z´, B, R),

(c, C) z (a, A) → z (c, C)(b,A) für δ(z, a) = (z´, b, L) , für alle d, e ∈ Σ, c ∈ Γ
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Erreicht die Berechnung der Turing-Maschine einen Endezustand z, so rekonstru-
iert die Grammatik aus dem aktuellen Wort das ursprüngliche Eingabewort w, in-
dem sie jeweils die rechten Komponenten der Paare löscht. Dabei wird das Zeichen z
als Löschmarkierung weitergeschoben.

(a,A) z → zaz
z (a, A) → zaz für alle (a, A) ∈ Σ×Γ
z → ε

Die Grammatik G erzeugt offenbar die Sprache L (A). "

Zusammen ergeben die beiden letzten Sätze das folgende Resultat:

Satz 5.4 Äquivalenz von Turing-Maschinen und Typ-0-Grammatiken

Die Klasse der rekursiv aufzählbaren Sprachen ist gleich der Klasse der Sprachen
vom Typ 0.

5.4 Linear beschränkte Automaten und Typ-1-Grammatiken

Ein linear beschränkter Automat (LBA) ist eine nichtdeterministische Turing-Ma-
schine, die anstatt eines unendlichen Bandes nur den Platz auf dem Band zur Ver-
fügung hat, auf dem die Eingabe steht. Dies kann realisiert werden durch eine Tu-
ring-Maschine mit einseitig unendlichem Band und einem zusätzlichen Symbol $
zur Markierung des rechten Bandendes, das während der Berechnung weder nach
rechts überschritten noch überschrieben werden darf. Konkret bedeutet dies, dass
in einer Konfiguration (w, z, $) kein Übergang mit Zeigerbewegung nach rechts oder
mit Überschreiben des $-Symbols definiert ist.

Die TM aus Beispiel 5.1, die Palindrome akzeptiert, ist linear beschränkt, denn sie
verlässt nie den Bandabschnitt, der durch die Eingabe belegt ist.

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die von LBA akzeptierten Sprachen im we-
sentlichen die Sprachen vom Typ 1 sind. Dazu konstruieren wir aus einer kontext-
sensitiven Grammatik G einen linear beschränkten Automaten A. Die Konstruktion
verläuft genauso wie im Beweis zu Satz 5.1, wobei zu beachten ist, dass die linke
Seite jeder Regel von G nie größer sein kann als die rechte Seite. Dadurch kann der
aktuelle Bandinhalt des Automaten A ebenfalls nie größer werden, das heißt, der
Teil des Bandes, auf dem die Eingabe steht, wird niemals verlassen. Es handelt sich
also um einen linear beschränkten Automaten.

Aus diesem Beweis können wir noch eine weitere Schlussfolgerung ziehen. Der LBA
A der die Sprache L akzeptiert, verlässt niemals den Teil des Bandes, auf dem die
Eingabe steht. Das heißt, dass die Menge der möglichen Konfigurationen von A end-
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lich ist, zwar sehr groß, aber trotzdem endlich. Wenn die Berechnung für ein Einga-
bewort w nicht terminiert, dann muss in dieser Berechnung eine Konfiguration dop-
pelt (sogar unendlich oft) durchlaufen werden. Wir können nun eine Turing-
Maschine A´ konstruieren, die die Funktion von A simuliert und zusätzlich Buch
führt über die dabei durchlaufenen Konfigurationen. Wird eine Konfiguration dop-
pelt durchlaufen, so stoppt A´ in einem Nicht-Endezustand. Ist dies nicht der Fall,
dann muss A irgendwann anhalten, und in diesem Fall hält auch A´ in demselben
Zustand (akzeptierend bzw. nichtakzeptierend) an. Die TM A´ hält also in jedem
Fall an und zwar in einem akzeptierenden Zustand genau dann, wenn das Eingabe-
wort von A akzeptiert wird, das heißt, wenn es in L ist. Die Sprache L ist daher re-
kursiv.

Die soeben konstruierte TM A´ stellt einen Algorithmus dar, der das Wortproblem
für Typ-1-Sprachen löst.

Satz 5.5

Zu jeder Sprache L vom Typ 1 gibt es einen LBA, der L akzeptiert. Ferner gibt es
eine TM, die das Wortproblem für L entscheidet. Umgekehrt gilt auch:

Ist A ein linear beschränkter Automat mit ε ∉ L (A), so ist L (A) vom Typ 1.

Die Einschränkung ε ∉ L (A) ist unumgänglich, da das leere Wort von einer kontext-
sensitiven Grammatik nicht erzeugt werden kann. Auch dieser Beweis verläuft ähn-
lich wie im Fall der Turing-Maschinen und Typ-0-Grammatiken. Es ergibt sich le-
diglich eine technische Komplikation, da die Regeln der zu konstruierenden Typ-1-
Grammatik G nicht verkürzend sein dürfen. Dies macht die Darstellung um einiges
aufwändiger. Zur genauen Konstruktion von G wird auf [Aste02] verwiesen.

Der folgende Satz fasst die obigen Ergebnisse zusammen:

Satz 5.6 Äquivalenz von LBA und kontextsensitiven Grammatiken

Die Klasse der von linear beschränkten Automaten akzeptierten Sprachen, die das
leere Wort nicht enthalten, ist gleich der Klasse der Typ-1-Sprachen.

Das Wortproblem für Typ-1-Sprachen ist entscheidbar.

5.5 Die Sprachklassen der Chomsky-Hierarchie

In diesem Abschnitt stellen wir die wichtigsten Eigenschaften der Sprachklassen
der Chomsky-Hierarchie in tabellarischer Form dar.
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Maschine mit der Eingabe m auf dem Band starten und den Bandinhalt nach Ab-
schluss der Berechnung als Funktionswert f(m) interpretieren. Der Lese-Schreib-
Zeiger steht dann auf dem ersten Zeichen der Ausgabe. Daraus ergibt sich die fol-
gende Definition für den Fall M1 = M2 = Σ*:

Definition 5.4: Turing-Berechenbarkeit für Funktionen auf Σ*

Die Turing-Maschine M berechnet die Funktion f : Σ* → Σ*, falls

f(w) = v genau dann wenn (#, z0, w) →* (#, ze, v)

mit ze ∈ E. Die Funktion f heißt in diesem Fall Turing-berechenbar. Wir schreiben
fM für die von der TM M berechnete Funktion.

Eine Turing-Maschine zur Berechnung der Funktion f muss daher folgendes leisten:
Wird sie mit der Eingabe w gestartet, so geht sie nach endlich vielen Schritten in ei-
nen Endezustand und lässt die Inschrift f(w) auf dem Band zurück, vorausgesetzt,
die Funktion f ist an der Stelle w definiert. Ist f(w) = ⊥, so besagt das „genau dann,
wenn“ in Definition 5.4, dass die Maschine M bei Eingabe von w nie in einen Ende-
zustand kommt. Falls sie terminiert, so terminiert sie in einem Nicht-Endezustand,
in dem für die aktuelle Konfiguration kein Übergang definiert ist. Es kann jedoch
auch sein, dass sie überhaupt nicht terminiert.

Die Turing-Maschine M = ({z0}, Σ, Γ, δ, z0, #, E) mit dem einzigen Übergang

δ(z0, a) = (z0, a, R) für alle a ∈ Γ

terminiert für keinen Eingabewert. Sie berechnet trotzdem eine Funktion, nämlich
die überall undefinierte Funktion.

Für die Berechnung von Funktionen auf natürlichen, ganzen, rationalen oder reel-
len Zahlen müssen diese zunächst auf geeignete Weise codiert werden. Wir werden
uns hier auf die Menge  der natürlichen Zahlen beschränken. Eine einfache Mög-
lichkeit zur Codierung natürlicher Zahlen ist die unäre Darstellung. Dabei wird die
Zahl n durch eine Reihe von n Einsen, also durch das Wort 1n dargestellt. Hat die zu
berechnende Funktion f mehrere Argumente n1, n2,…, nk, so werden die Eingabe-
wörter nebeneinander mit dem Trennzeichen 0 getrennt auf das Band geschrieben,
also 1n1 0 1n2 0…0 1nk. Terminiert die Berechnung in einem Endezustand, so steht
anschließend der Funktionswert f(n1, n2,…, nk) unär codiert auf dem Band. Wir
schreiben u(n1, n2,…, nk) für die Unärcodierung von n1, n2,…, nk. .

Definition 5.5: Turing-Berechenbarkeit für Funktionen auf k

Die Turing-Maschine M berechnet die Funktion f : k → , falls

(#, z0, u(n1, n2,…, nk)) →* (#, ze, u(f(n1, n2,…, nk)))
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terminiert für keinen Eingabewert. Sie berechnet trotzdem eine Funktion, nämlich
die überall undefinierte Funktion.

Für die Berechnung von Funktionen auf natürlichen, ganzen, rationalen oder reel-
len Zahlen müssen diese zunächst auf geeignete Weise codiert werden. Wir werden
uns hier auf die Menge  der natürlichen Zahlen beschränken. Eine einfache Mög-
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Zahl n durch eine Reihe von n Einsen, also durch das Wort 1n dargestellt. Hat die zu
berechnende Funktion f mehrere Argumente n1, n2,…, nk, so werden die Eingabe-
wörter nebeneinander mit dem Trennzeichen 0 getrennt auf das Band geschrieben,
also 1n1 0 1n2 0…0 1nk. Terminiert die Berechnung in einem Endezustand, so steht
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schreiben u(n1, n2,…, nk) für die Unärcodierung von n1, n2,…, nk. .

Definition 5.5: Turing-Berechenbarkeit für Funktionen auf k
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mit ze ∈ E, falls f(n1, n2,…, nk) definiert ist. Die Funktion f heißt in diesem Fall Tu-
ring-berechenbar oder auch partiell rekursiv. Ist f eine totale Funktion, so heißt f
auch rekursiv.

Beispiel 5.2:

a) Zur Berechnung der Nachfolgerfunktion

s :  → ,
s(n) = n+1

muss die Turing-Maschine lediglich eine Eins am rechten Ende des Eingabewortes
anhängen und anschließend wieder zum Wortanfang zurückkehren. Dies leistet die
TM mit Σ = {1}, Γ = {1, #}, E = {ze} und der Maschinentabelle

b) Zur Berechnung der Addition zweier natürlicher Zahlen

a : ×  → ,
a(n, m) = n+m

muss die Turing-Maschine das Trennsymbol 0 zwischen den beiden Eingabewörtern
1n und 1m mit einer Eins überschreiben und diese Eins anschließend am rechten
Wortende wieder löschen und schließlich wieder zum Wortanfang zurückkehren.
Dies leistet die TM mit Σ = {0,1}, Γ = {0, 1, #}, E = {ze} und der folgenden Maschi-
nentabelle

Der Begriff „partiell rekursiv“ für Funktionen entspricht dem Begriff „rekursiv auf-
zählbar“ für Sprachen, da beide von Turing-Maschinen berechnet werden, die für
bestimmte Eingaben auch nichtterminierend sein können. Dagegen entsprechen die
(total) rekursiven Funktionen den rekursiven Sprachen, denn sie beziehen sich auf
stets terminierende Turing-Maschinen. Es stellt sich heraus, dass sämtliche wichti-
gen arithmetischen Funktionen auf den natürlichen bzw. ganzen Zahlen (Addition,
Multiplikation, Subtraktion, ganzzahlige Division, Restklassenbildung, usw.) rekur-
siv bzw. partiell rekursiv (etwa die Division und die Restklassenbildung) sind.

1 #
z0 (z0, 1, R) (z1, 1, L)
z1 (z1, 1, L) (ze, #, R)
ze – –

0 1 #
z0 (z0, 1, R) (z0, 1, R) (z1, #, L)
z1 – (z2, #, L) –
z2 – (z2, 1, L) (ze, #, N)
ze – – –
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Die erste Tabelle gibt eine Übersicht über die bisher behandelten Sprachklassen
und die Zusammenhänge zwischen akzeptierenden Automaten und erzeugenden
Grammatiken. Zur Definition der so genannten LR(k)-Grammatiken, die die deter-
ministisch kontextfreien Sprachen erzeugen, wird auf die Literatur aus dem Bereich
Compilerbau verwiesen ([Aste02]).

Tabelle 5.2: Übersicht über die Sprachklassen

Die folgende Tabelle gibt einen Überblick über die Abgeschlossenheitseigenschaften
der betrachteten Sprachklassen. Der Eintrag „ja“ bedeutet, die Sprache ist unter der
angegebenen Mengenoperation abgeschlossen. Die Ergebnisse für Typ 3 und für Typ
2 haben wir bereits in den Abschnitten 3.4 und 4.5 behandelt.

Der Beweis, dass die Klasse der Sprachen vom Typ 2 unter Vereinigung, Konkate-
nation sowie Kleene-Stern-Operation abgeschlossen ist, lässt sich direkt auf die
Sprachklassen Typ 1 und Typ 0 übertragen.

Tabelle 5.3: Abgeschlossenheitseigenschaften der Sprachklassen

Zum Schluss geben wir noch eine Übersicht über die Entscheidbarkeit einiger wich-
tiger Fragestellungen für die genannten Sprachklassen. Der Eintrag „ja“ bedeutet,
das genannte Problem ist für die Sprache entscheidbar. Die Begriffe Wortproblem,

Sprach-
klasse

Name akzeptierender Automat erzeugende
Grammatik

Typ 0 rekursiv aufzählbar Turing-Maschinen beliebige Grammatik

Typ 1 kontextsensitiv linear beschränkte
Turing-Maschinen

kontextsensitive Gram-
matik

Typ 2 kontextfrei nichtdeterministische
Kellerautomaten

kontextfreie Grammatik

DKF deterministisch
kontextfrei

deterministische
Kellerautomaten

LR(k)-Grammatiken

Typ 3 regulär endliche Automaten reguläre Grammatik

Sprach-
klasse

Durchschnitt Vereinigung Komplement Konkatenation Kleene-Stern

Typ 0 ja ja nein ja ja

Typ 1 ja ja ja ja ja

Typ 2 nein ja nein ja ja

DKF nein nein ja nein nein

Typ 3 ja ja ja ja ja
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Tabelle 5.2: Übersicht über die Sprachklassen

Die folgende Tabelle gibt einen Überblick über die Abgeschlossenheitseigenschaften
der betrachteten Sprachklassen. Der Eintrag „ja“ bedeutet, die Sprache ist unter der
angegebenen Mengenoperation abgeschlossen. Die Ergebnisse für Typ 3 und für Typ
2 haben wir bereits in den Abschnitten 3.4 und 4.5 behandelt.

Der Beweis, dass die Klasse der Sprachen vom Typ 2 unter Vereinigung, Konkate-
nation sowie Kleene-Stern-Operation abgeschlossen ist, lässt sich direkt auf die
Sprachklassen Typ 1 und Typ 0 übertragen.

Tabelle 5.3: Abgeschlossenheitseigenschaften der Sprachklassen

Zum Schluss geben wir noch eine Übersicht über die Entscheidbarkeit einiger wich-
tiger Fragestellungen für die genannten Sprachklassen. Der Eintrag „ja“ bedeutet,
das genannte Problem ist für die Sprache entscheidbar. Die Begriffe Wortproblem,

Sprach-
klasse

Name akzeptierender Automat erzeugende
Grammatik

Typ 0 rekursiv aufzählbar Turing-Maschinen beliebige Grammatik

Typ 1 kontextsensitiv linear beschränkte
Turing-Maschinen

kontextsensitive Gram-
matik

Typ 2 kontextfrei nichtdeterministische
Kellerautomaten

kontextfreie Grammatik

DKF deterministisch
kontextfrei

deterministische
Kellerautomaten

LR(k)-Grammatiken

Typ 3 regulär endliche Automaten reguläre Grammatik

Sprach-
klasse

Durchschnitt Vereinigung Komplement Konkatenation Kleene-Stern

Typ 0 ja ja nein ja ja

Typ 1 ja ja ja ja ja

Typ 2 nein ja nein ja ja

DKF nein nein ja nein nein

Typ 3 ja ja ja ja ja
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Leerheitsproblem usw. sind in Abschnitt 4.2 erläutert. Dort sind auch die in der Ta-
belle aufgeführten Resultate für reguläre Sprachen bewiesen.

Einige der Unentscheidbarkeitsresultate für die Sprachklassen Typ 0 und Typ 1
werden wir im folgenden Kapitel beweisen. Das Äquivalenzproblem für determini-
stisch kontextfreie Sprachen ist noch ungelöst.

Tabelle 5.4:Entscheidbarkeitsresultate für die Sprachklassen

5.6 Turing-Berechenbarkeit

Die Turing-Maschine dient nicht nur als Akzeptor für Sprachen, sondern auch zum
Berechnen von Funktionen. Alan M. Turing entwickelte 1936 die nach ihm benann-
te Maschine als elementares Modell, um den Begriff der Berechenbarkeit zu forma-
lisieren. Dabei ging es weniger darum, zu zeigen, dass bestimmte mathematische
Funktionen berechenbar sind, sondern umgekehrt darum, die Grenzen der Bere-
chenbarkeit zu bestimmen. Diese Fragestellung nach den Grenzen eines Konzepts
hat eine Parallele in der Physik. Der Hauptsatz der Thermodynamik definiert eine
solche Grenze, und seitdem dieser Satz bekannt ist, ist die Suche nach einem perpe-
tuum mobile sinnlos geworden. Ebenso ist jeder Versuch, einen Algorithmus zu ent-
werfen, der etwa das Wortproblem für Typ-0-Grammatiken löst, von vornherein
zum Scheitern verurteilt.

Die große Bedeutung der Turing-Maschine ergibt sich daraus, dass dieses Konzept
sehr einfach, aber gleichzeitig so allgemein ist, dass sämtliche anderen Modelle der
Berechenbarkeit sich als äquivalent dazu erwiesen haben. Mit keinem heutigen
Rechner und keiner Programmiersprache können Funktionen berechnet werden,
die nicht auch mit Turing-Maschinen berechnet werden können. Der grundlegende
Gedanke dazu beruht auf dem Prinzip der Übersetzung bzw. Simulation, das wir in
diesem Buch schon so oft benutzt haben.

Ein Algorithmus, der eine mathematische Funktion f : M1 → M2 berechnet, hat als
Eingabe ein Element m ∈ M1 und als Ausgabe den Funktionswert f(m). Wollen wir
eine Turing-Maschine zur Berechnung einer Funktion benutzen, so können wir die

Sprach-
klasse

Wortproblem Leerheitsproblem Endlichkeits-
problem

Äquivalenzproblem

Typ 0 nein nein nein nein

Typ 1 ja nein nein nein

Typ 2 ja ja ja nein

DKF ja ja ja ?

Typ 3 ja ja ja ja
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" Komposition:

δ(v, (P1 ; P2)) = δ(δ(v, P1), P2)

" LOOP-Anweisung:

δ((n0, n1, n2, …, nr), LOOP xi DO P END) = δ((n0, n1, n2, …, nr), Pni)

Beispielsweise erhalten wir

δ((0,3), LOOP x1 DO x0 := x0 + 1 END) =

δ((0,3), (x0 := x0 + 1; x0 := x0 + 1;x0 := x0 + 1)) =

δ(δ(δ((0,3), x0 := x0 + 1), x0 := x0 + 1),x0 := x0 + 1) =

δ(δ((1,3), x0 := x0 + 1), x0 := x0 + 1) =

δ((2,3), x0 := x0 + 1) = (3,3).

Definition 5.6: Loop-Berechenbarkeit

Das LOOP-Programm P mit |V(P)| = r berechnet die Funktion f : k → , mit k < r
falls für alle n ∈ k

δ((0, n, 0), P) = v mit v1 = f(n).

Die Funktion f heißt in diesem Fall LOOP-berechenbar.

Da LOOP-Programme offensichtlich für alle Eingabewerte terminieren, sind LOOP-
berechenbare Funktionen stets total. Die meisten totalen arithmetischen Funktio-
nen sind LOOP-berechenbar. Partielle Funktionen wie etwa die Division oder die
Restklassenbildung sind demnach nicht LOOP-berechenbar. Dies liegt jedoch nicht
an der Komplexität dieser Funktionen, sondern lediglich daran, dass sie nicht total
sind. Die Definitionslücken dieser partiellen Funktionen könnten nämlich behoben
werden, sodass die entsprechend modifizierten Funktionen LOOP-berechenbar sind.

Es gibt jedoch eine totale Funktion, die aufgrund ihres schnellen Wachstums nicht
LOOP-berechenbar ist.

Die Ackermann-Funktion

Die Ackermann-Funktion ist ein Beispiel für eine totale Funktion auf den natürli-
chen Zahlen, die nicht LOOP-berechenbar ist.

Die Ackermann-Funktion ack :  × →  ist in einer später von Hermes vereinfach-
ten Form rekursiv definiert durch:

ack(0, m) = m+1
ack(n,0) = ack(n–1,1)
ack(n,m) = ack(n–1,ack(n,m–1)).
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In [Aste02] wird eine modifizierte Form der Ackermann-Funktion angegeben. Diese
ist definiert durch eine Folge von einstelligen Funktionen a0, a1, a2, a3,…, mit ak :
0 → 0. Zunächst definieren wir die Funktion a0:

a0(0) = 1

a0(1) = 2

a0(m) = m + 2 für m ≥ 2.

Für k ≥ 0 gilt:

ak+1(m) = am
k (1) = ak(ak(…ak(1)…))

Die (modifizierte) Ackermann-Funktion kann offenbar im intuitiven Sinne berech-
net werden, also durch ein Programm in einer beliebigen Programmiersprache. Es
lässt sich jedoch zeigen, dass sie nicht LOOP-berechenbar ist, das heißt, es gibt kein
LOOP-Programm, das mit der Eingabe n und m den Wert a(n,m) berechnet. Wir wol-
len dies nicht formal beweisen, sondern nur aufgrund der Eigenschaften der Acker-
mann-Funktion plausibel machen.

Es lässt sich leicht sehen, dass die Funktionen ak für k ≥ 1 sich folgendermaßen dar-
stellen lassen:

a1(m) = 2m

a2(m) = 2m

a3(m) = 22..2

}m-mal

Es lässt sich nun zeigen, dass jede einzelne der Funktionen ak, k = 1, 2,… LOOP-be-
rechenbar ist, und zwar benötigt man für jede Stufe k mindestens k LOOP-Anwei-
sungen. Beispielsweise kann man nachprüfen, dass ein Programm mit nur einem
LOOP höchstens lineare einstellige Funktionen berechnen kann, jedoch keine stär-
ker wachsenden. Schon für quadratische Funktionen und erst recht für Exponenti-
alfunktionen wie etwa a2 benötigt man mindestens zwei Loops. Es gilt:

Satz 5.7

Die Funktion ak lässt sich durch ein LOOP-Programm mit genau k LOOP-Anweisun-
gen berechnen, jedoch nicht durch ein LOOP-Programm mit weniger LOOP-Anwei-
sungen.

Zum Beweis dieser Behauptung sei auf die Literatur ([Aste02], [Aste02]) verwiesen.

Die LOOP-Programmiersprache enthält keine bedingte Anweisung. Eine solche IF-
THEN-ELSE Konstruktion, wie sie in den meisten Programmiersprachen gebräuch-
lich ist, kann jedoch durch eine Folge von LOOP-Anweisungen simuliert werden. So
kann etwa die Anweisung

IF x = 0 THEN P END;
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Dabei ist y eine im restlichen Programm nicht vorkommende Variable. Wir gehen
im Folgenden von dieser vereinfachten Form von WHILE-Programmen aus, die nur
aus Wertzuweisung, Komposition und WHILE-Schleife aufgebaut sind.

Definition 5.7: While-Berechenbarkeit

Das While-Programm P mit |V(P)| = r berechnet die (partielle) Funktion f : k → ,
mit k < r falls

δ((0, n, 0), P) = v mit v1 = f(n)

für alle n = (n1, …, nk) ∈ k, für die f(n) definiert ist. Die Funktion f heißt in diesem
Fall While-berechenbar.

Im Gegensatz zur LOOP-Programmiersprache ist die WHILE-Sprache mächtig genug,
um die Ackermann-Funktion berechnen zu können. Sie ist sogar genau so mächtig
wie die Turing-Maschine, das heißt, jede Turing-berechenbare Funktion ist auch
WHILE-berechenbar und umgekehrt. Die Kehrseite dieser größeren Mächtigkeit der
WHILE-Sprache besteht offenbar in der Möglichkeit der Nichtterminierung, wäh-
rend LOOP-Programme sicher sind in dem Sinn, dass sie stets terminieren.

Im Folgenden soll die Äquivalenz von WHILE-Berechenbarkeit und Turing-Bere-
chenbarkeit gezeigt werden.

Zunächst zeigen wir, dass jede WHILE-berechenbare (partielle) Funktion f : k → 

auch Turing-berechenbar ist. Dazu skizzieren wir eine Transformation, die ein gege-
benes WHILE-Programm P, das die Funktion f berechnet, in eine Mehrband-Turing-
Maschine M(P) umwandelt, die dieselbe Funktion f (mit Unärcodierung) berechnet.
Die Maschine wird rekursiv über den Aufbau der WHILE-Anweisungen definiert.

Seien {x0, x1, x2,…, xr} die in P vorkommenden Variablen. Die Turing-Maschine
M(P) verfügt über r+1 Bänder. Beim Start steht auf Band i die Eingabe u(ni) für i =
1, …, k. Auf den restlichen Bändern steht u(0). Die Ausgabe steht zum Schluss der
Berechnung auf Band 0.

Die Anweisungen von P werden folgendermaßen umgesetzt:

" Die Wertzuweisung xi := xj ± c:
Der Inhalt von Band j wird komplett auf Band i kopiert. Anschließend wird die
Konstante c in Unärcodierung zum Inhalt von Band i addiert bzw. subtrahiert,
das heißt, es werden c Einsen hinzugefügt bzw. entfernt. Entsprechend wird die
Zuweisung xi := xj – c simuliert.

" Die Komposition P1; P2:
Zunächst wird die Turing-Maschine M(P1) durchlaufen. Kommt diese in einen
Endezustand, so wird von dort aus der Startzustand der Turing-Maschine M(P2)
angesteuert.
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" Die WHILE-Schleife WHILE xi > 0 DO P1 END

Es wird eine Turing-Maschine Mi konstruiert, die in den Endezustand ztrue über-
geht, falls der Inhalt von Band i ungleich 0 ist; und sonst in den Endezustand
zfalse. Endet die Berechnung von Mi in ztrue, so wird zum Startzustand der
Maschine M(P1) gesprungen und nach Beendigung von M(P1) wieder zum Start-
zustand von Mi. Endet die Berechnung von Mi in zfalse, so ist auch die gesamte
Berechnung beendet.

Umgekehrt lässt sich auch zeigen, dass jede Turing-berechenbare Funktion WHILE-
berechenbar ist. Zum Beweis siehe [Aste02] oder [Aste02]. Dadurch ergibt sich:

Satz 5.8 Äquivalenz von Turing-Berechenbarkeit und While-Berechenbarkeit

Eine (partielle) Funktion ist Turing-berechenbar genau dann, wenn sie While-bere-
chenbar ist.

Das Konzept der WHILE-Berechenbarkeit ist also genau so mächtig wie das der Tu-
ring-Berechenbarkeit, während LOOP-Berechenbarkeit schwächer als diese beiden
Konzepte ist.

Als weitere Programmiersprache führen wir die Sprache GOTO ein, die auf dem
Konzept der bedingten bzw. unbedingten Sprünge aufbaut.

GOTO-Berechenbarkeit

Ein GOTO-Programm besteht aus einer Folge von markierten Anweisungen der
Form

M1 : A1 ; M2 : A2 ; … ; Mn : An

Dabei ist Mi eine Marke und Ai eine Anweisung. Als Anweisungen sind zulässig:

" die Wertzuweisungen xi := xj + c und xi := xj – c

" unbedingte Sprünge: GOTO Mk mit 1 ≤ k ≤ n

" bedingte Sprünge: IF xi = c GOTO Mk mit 1 ≤ k ≤ n

" die Stopp-Anweisung: STOP.
Wie bei LOOP- und WHILE-Programmen wird die Variable x0 als Ausgabevariable,
die restlichen Variablen als Eingabe- bzw. lokale Variablen benutzt.

Beispiel 5.4: Ein Goto-Programm

Das folgende GOTO-Programm berechnet die totale Funktion f(n) = 2n.

M1 : x0 := 0

M2 : IF x1 = 0 GOTO M6

M3 : x0 := x0 + 2
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M4 : x1 := x1 – 1

M5 : GOTO M2

M6 : STOP

Eine Konfiguration eines GOTO-Programms ist ein Paar (v, k). Dabei bezeichnet v
den aktuellen Speicherzustandsvektor und k den aktuellen Markenindex.

Die Semantik von GOTO-Programmen ergibt sich durch folgende Definition der Ab-
leitungsrelation →:

Im Beispiel ergibt sich bei Eingabe von x1 = 3 folgende Berechnung:

((0,3), 1) → ((0,3), 2) → ((0,3), 3) → ((2,3), 4) → ((2,2), 5) →
((2,2), 2) → ((2,2), 3) → ((4,2), 4) → ((4,1), 5) →
((4,1), 2) → ((4,1), 3) → ((6,1), 4) → ((6,0), 5) →
((6,0), 2) → ((6,0), 6) → ((6,0), 0)

Definition 5.8: Goto-Berechenbarkeit

Das GOTO-Programm P mit |V(P)| = r berechnet die (partielle) Funktion f : k → ,
mit k < r, falls

((0, n, 0), 1) →* (v, 0) mit v1 = f(n)

für alle n, für die f(n) definiert ist. Die Funktion f heißt in diesem Fall GOTO-bere-
chenbar.

Ein WHILE-Programm der Form

A1 ; A2 ;… ; An

lässt sich offenbar auf folgende Weise in ein entsprechendes GOTO-Programm um-
wandeln. Zunächst werden die Anweisungen mit Marken versehen und eine Stopp-
Anweisung am Ende angefügt:

M1 : A1 ; M2 : A2 ;… ; Mn : An ; Mn+1 : STOP

Anschließend werden alle WHILE-Schleifen der Form

Mk : WHILE xi > 0 DO A END

in entsprechende Folgen von GOTO-Anweisungen umgeformt. Dies geschieht nach
folgendem Muster:

(v, k) → (δ(v, Ak), k + 1) falls Ak = (xi := xj + c)

(v, k) → (v, l) falls Ak = Goto Ml

(v, k) → (v, l) falls Ak = (If xi = c Goto Ml ) und vi = c

(v, k) → (v, k + 1) falls Ak = (If xi = c Goto Ml ) und vi ≠ c

(v, k) → (v, 0) falls Ak = Stop
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Satz 5.9 Äquivalenz von While-, Goto- und Turing-Berechenbarkeit

Eine Funktion ist While-berechenbar genau dann, wenn sie GOTO-berechenbar ist.
Die Klasse der While-berechenbaren Funktionen stimmt also mit der Klasse der
GOTO-berechenbaren und damit auch der Turing-berechenbaren Funktionen über-
ein.

Aufgrund der Äquivalenz der drei bisher behandelten Begriffe der Berechenbarkeit
werden wir im Folgenden einfach von Berechenbarkeit sprechen, wenn wir Turing-,
WHILE-oder GOTO-Berechenbarkeit meinen.

Wir haben gesehen, dass sich jedes GOTO-Programm in ein äquivalentes WHILE-Pro-
gramm mit nur einer einzigen WHILE-Schleife umwandeln lässt. Zusammen mit
dem Satz von der Äquivalenz der drei Berechenbarkeitsbegriffe besagt dieses Ergeb-
nis, dass sich jede berechenbare Funktion schon durch ein WHILE-Programm mit
nur einer einzigen WHILE-Schleife berechnen lässt. Diese normierte Form von WHI-
LE-Programmen heißt auch Kleenesche Normalform.

5.8 Die universelle Turing-Maschine

Computer wie Personalcomputer oder Workstations sind so genannte Universal-
rechner, das heißt, sie sind so programmierbar, dass sie jede berechenbare Funktion
berechnen können. Im Gegensatz dazu berechnet eine konkrete Turing-Maschine
nur eine einzelne Funktion. Man müsste also für jedes zu lösende Problem und jede
zu berechnende Funktion eine neue Turing-Maschine bauen. Die universelle Tu-
ring-Maschine U, die in diesem Abschnitt eingeführt werden soll, ist eine program-
mierbare Turing-Maschine, also ein Universalrechner, der jede berechenbare Funk-
tion berechnen kann. Sie arbeitet wie ein Interpreter, der die Anweisungen einer
konkreten Turing-Maschine mit den gegebenen Eingabedaten simuliert. Soll die
universelle Turing-Maschine U beispielsweise ein Programm zur Addition zweier
natürlicher Zahlen n und m ausführen, so erhält sie als Eingabe die Maschinenta-
belle M einer Turing-Maschine, die zwei natürliche Zahlen addiert sowie die Zahlen
n und m. Diese Eingabe ist in entsprechender Form (binär) codiert. Sie liest nun die
Befehle aus der Tabelle M und führt diese auf den Zahlen n und m aus.

Codierung von Turing-Maschinen

Damit die universelle Turing-Maschine U die Maschinentabelle M einer konkreten
Turing-Maschine simulieren kann, muss M zunächst mittels eines geeigneten Co-
dierungsverfahrens in Binärcode codiert werden, sodass dieser als Eingabe von U
gelesen werden kann. Zur Vereinfachung treffen wir einige einschränkende Annah-
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men über die Parameter der Maschine M. Die Zeichen des Eingabe- und des Bandal-
phabets der Maschine M lassen sich unter ausschließlicher Verwendung der drei
Zeichen 0, 1 und # codieren. Weiterhin nehmen wir an, dass Z = {z1, z2,…, zn} die
Zustandsmenge von M ist mit z1 als Startzustand und z2 als einzigem Endezustand,
denn jede Turing-Maschine mit mehreren Endezuständen lässt sich in eine äquiva-
lente Maschine mit nur einem Endezustand transformieren. M ist also eine nor-
mierte Maschine mit

" Zustandsmenge Z = {z1, z2,…, zn},

" Eingabealphabet Σ = {0, 1},

" Bandalphabet Γ = {0, 1, #},

" Startzustand z1 und

" einzigem Endezustand z2.

Wir definieren

X1 = 0, X2 = 1, X3 = #

für die Zeichen des Bandalphabets sowie

R1 = L, R2 = R

für die Richtungen links bzw. rechts. Die Turing-Anweisung

δ(zi, Xj) = (zk, Xl, Rm)

wird dann durch folgendes Binärwort codiert:

0i10j10k10l10m

Beispielsweise wird die Anweisung δ(z3, 0) = (z4, 1, L) einer normierten Maschine
zunächst in der Form δ(z3, X1) = (z4, X2, R1) notiert und anschließend als Binärwort
000101000010010 codiert.

Sind nun c1, c2, …, cr die Codierungen der Anweisungen der Maschine M, so wird
die komplette Maschinentabelle von M dargestellt durch das Binärwort

111c111c211 …11cr111.

Als Beispiel bestimmen wir die Codierung der Turing-Maschine M mit den Zustän-
den {z1, z2, z3} und den in Tabelle 5.5 dargestellten Übergängen. Daneben sind die
Codierungen der einzelnen Befehle dargestellt.

Tabelle 5.5: Codierung einer Turing-Maschine

Befehl Codierung

δ(z1,0) = (z2, 1, R) 010100100100

δ(z2,1) = (z3, 0, L) 0010010001010

δ(z3,#) = (z3, 0, R) 0001000100010100
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Errata S. 130: Gibt es dagegen einen Block der Form 110i10j1. . .

Errata S. 131: 0k10l10m11 ist und ersetzt das . . .

Hausaufgaben:
Bearbeiten sie bitte die Aufgaben 5.1, 5.2, 5.3, 5.5. Entwickeln Sie eine Turingmaschine, die den Bandin-
halt kopiert.
Sie können ihre Ergebnisse mit den Lösungsvorschlägen im Anhang abgleichen. Die Hausaufgaben werden
nicht eingereicht.
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Mögliche Klausuraufgaben zu Kapitel 5:
• Geben Sie zu einer Sprache eine Turingmaschine an, die die Sprache akzeptiert (Aufgabe 5.2,5.3,5.4)

• Führen Sie die Berechnung für ein Beispielwort durch.

• Multiple-Choice Questions zu Aussagen über Berechenbarkeit (welche der folgenden Aussagen ist
wahr? Bsp. Alle berechenbaren Funktionen sind rekursiv. Sind alle rekursiv aufzählbaren Sprachen
auch regulär?)

• Geben Sie zu einer gegebenen Turingmaschine die Gödelnummer an.

• Wandeln sie eine Gödelnummer in die entsprechende Turingmaschine um.
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6. Kapitel

6 Entscheidbarkeit
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Eingaben beschreibt und eine Entscheidungsmenge E ⊆ G, die die gefragte Eigen-
schaft beschreibt.

Für das Endlichkeitsproblem für reguläre Sprachen sind dies:

" Grundmenge G: Menge aller regulären Sprachen über Σ
" Entscheidungsmenge E: Menge aller endlichen regulären Sprachen über Σ
In dieser allgemeinen Form lautet das Entscheidungsproblem für eine Grundmenge
G und eine Entscheidungsmenge E ⊆ G:

" Gegeben ein Element w ∈ G.

" Gefragt: Gilt w ∈ E?

Ein solches Problem heißt entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der die
charakteristische Funktion (siehe Abschnitt 8.1) von E berechnet, d.h. bei Eingabe
eines Wortes w ∈ G „ja“ bzw. 1 ausgibt, wenn w ∈ E gilt, und „nein“ bzw. 0, falls dies
nicht gilt. Da wir den Begriff des Algorithmus in Abschnitt 5.6 mit der Turing-Ma-
schine konkretisiert haben, kommen wir zur folgenden Definition 6.1, die die Ent-
scheidbarkeit für Sprachen definiert. Die Grundmenge G ist dabei die Menge Σ* al-
ler Wörter über dem gegebenen Alphabet Σ.

Definition 6.1: Entscheidbarkeit

Sei Σ ein Alphabet. Die Sprache L ⊆ Σ* heißt entscheidbar, falls die charakteristi-
sche Funktion χ : Σ* → {0, 1}, χ(x) = [x ∈ L] Turing-berechenbar ist.

Die Entscheidbarkeit einer Menge L lässt sich auch direkt auf die Akzeptierung der
Sprache L zurückführen: Eine Turing-Maschine M, die die Menge L entscheidet,
lässt sich offenbar folgendermaßen in eine Maschine M´ umformen, die die Sprache
L akzeptiert: Gibt M eine 1 aus, so hält M´ in einem Endezustand, gibt M eine 0 aus,
so hält M´ in einem Nicht-Endezustand (dadurch, dass für die aktuelle Konstellati-
on kein Eintrag in der Turing-Tabelle definiert ist). Umgekehrt lässt sich auch jede
solche Maschine M´ in eine entsprechende Maschine M transformieren. Dies bedeu-
tet, dass Entscheidbarkeit und Rekursivität äquivalente Begriffe sind:

Satz 6.1

Die Sprache L ist entscheidbar genau dann, wenn sie rekursiv ist, das heißt, wenn
es eine Turing-Maschine gibt, die stets hält und L akzeptiert.

Für Mengen bzw. Sprachen benutzt man dabei eher den Begriff rekursiv, für Proble-
me den Begriff entscheidbar.

Die Rückführung des Entscheidbarkeitsbegriffes auf Turing-Maschinen ist vor al-
lem nützlich, um bestimmte Probleme als unentscheidbar nachzuweisen. Beispiels-
weise ist das Wortproblem für Typ-0-Sprachen nicht entscheidbar, ebensowenig wie
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Eingaben beschreibt und eine Entscheidungsmenge E ⊆ G, die die gefragte Eigen-
schaft beschreibt.

Für das Endlichkeitsproblem für reguläre Sprachen sind dies:

" Grundmenge G: Menge aller regulären Sprachen über Σ
" Entscheidungsmenge E: Menge aller endlichen regulären Sprachen über Σ
In dieser allgemeinen Form lautet das Entscheidungsproblem für eine Grundmenge
G und eine Entscheidungsmenge E ⊆ G:

" Gegeben ein Element w ∈ G.

" Gefragt: Gilt w ∈ E?

Ein solches Problem heißt entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der die
charakteristische Funktion (siehe Abschnitt 8.1) von E berechnet, d.h. bei Eingabe
eines Wortes w ∈ G „ja“ bzw. 1 ausgibt, wenn w ∈ E gilt, und „nein“ bzw. 0, falls dies
nicht gilt. Da wir den Begriff des Algorithmus in Abschnitt 5.6 mit der Turing-Ma-
schine konkretisiert haben, kommen wir zur folgenden Definition 6.1, die die Ent-
scheidbarkeit für Sprachen definiert. Die Grundmenge G ist dabei die Menge Σ* al-
ler Wörter über dem gegebenen Alphabet Σ.

Definition 6.1: Entscheidbarkeit

Sei Σ ein Alphabet. Die Sprache L ⊆ Σ* heißt entscheidbar, falls die charakteristi-
sche Funktion χ : Σ* → {0, 1}, χ(x) = [x ∈ L] Turing-berechenbar ist.

Die Entscheidbarkeit einer Menge L lässt sich auch direkt auf die Akzeptierung der
Sprache L zurückführen: Eine Turing-Maschine M, die die Menge L entscheidet,
lässt sich offenbar folgendermaßen in eine Maschine M´ umformen, die die Sprache
L akzeptiert: Gibt M eine 1 aus, so hält M´ in einem Endezustand, gibt M eine 0 aus,
so hält M´ in einem Nicht-Endezustand (dadurch, dass für die aktuelle Konstellati-
on kein Eintrag in der Turing-Tabelle definiert ist). Umgekehrt lässt sich auch jede
solche Maschine M´ in eine entsprechende Maschine M transformieren. Dies bedeu-
tet, dass Entscheidbarkeit und Rekursivität äquivalente Begriffe sind:

Satz 6.1

Die Sprache L ist entscheidbar genau dann, wenn sie rekursiv ist, das heißt, wenn
es eine Turing-Maschine gibt, die stets hält und L akzeptiert.

Für Mengen bzw. Sprachen benutzt man dabei eher den Begriff rekursiv, für Proble-
me den Begriff entscheidbar.

Die Rückführung des Entscheidbarkeitsbegriffes auf Turing-Maschinen ist vor al-
lem nützlich, um bestimmte Probleme als unentscheidbar nachzuweisen. Beispiels-
weise ist das Wortproblem für Typ-0-Sprachen nicht entscheidbar, ebensowenig wie

Lizensiert für petersen@phil.hhu.de.
© 2007 Carl Hanser Fachbuchverlag. Alle Rechte vorbehalten. Keine unerlaubte Weitergabe oder Vervielfältigung.

- orderid - 16813115 - transid - 16813115_1D -

(Socher, S. 136)

6.1 Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit

137

das Problem, ob eine gegebene Zahl im Nachkommateil von π vorkommt. Will man
jedoch umgekehrt beweisen, dass ein gegebenes Problem entscheidbar ist, so müsste
man ein Turing-Programm angeben, das das Problem entscheidet. Dies ist jedoch im
Allgemeinen recht aufwendig, daher ist es meist sinnvoller, einen (mehr oder weni-
ger informellen) Algorithmus (oder ein konkretes Programm in einer Programmier-
sprache) anzugeben, der das Problem löst.

Viele unentscheidbare Probleme lassen sich jedoch wenigstens zur Hälfte entschei-
den. Betrachten wir als Beispiel das Problem, ob eine gegebene Zahl m im Nach-
kommateil von π vorkommt. Es gibt zwar keinen Algorithmus, der dieses Problem
entscheidet, man kann jedoch ein einfaches Verfahren konstruieren, das das Pro-
blem wenigstens zur Hälfte löst. Wir betrachten m als Folge von Dezimalziffern,
also als Wort über Σ = {0, 1, ,...,9}. Ferner sei πn das Wort über Σ = {0, 1, ,...,9}, das
die ersten n Nachkommastellen von π darstellt.

Eingabe: Eine natürliche Zahl m mit k Dezimalziffern
Ausgabe: 1, falls m im Nachkommateil von π vorkommt

for i = 1,2,...
berechne πi+k = p1p2...pi+k

if m = pi+1...pi+k then return 1

Falls das Eingabewort m im Nachkommateil von π vorkommt, so wird der Algorith-
mus das bei irgendeinem Schleifenduchlauf auch feststellen und das Programm ter-
miniert mit der Ausgabe 1. Kommt m jedoch nicht in einem πn vor, so terminiert das
Programm nicht, da es ja keinen Hinweis gibt, wann man abbrechen kann.

Man nennt einen Algorithmus der obigen Art ein Semi-Entscheidungsverfahren.
Auch für das Wortproblem für Typ-0-Sprachen gibt es ein Semi-Entscheidungsver-
fahren:

Eingabe: Eine Typ-0-Grammatik G, ein Wort w
Ausgabe: 1, falls w ∈ L (G)

for k = 1,2,...

berechne Mk = {w ∈ Σ* |S ⇒k w}
if w ∈ M then return 1

Ist w ∈ L (G), so wird w bei diesem Verfahren irgendwann erzeugt werden. Ist je-
doch w ∉ L (G), so wird die Prozedur in eine Endlosschleife geraten.

Definition 6.2: Semi-Entscheidbarkeit

Die Sprache L ⊆ Σ* heißt semi-entscheidbar, falls es eine Turing-Maschine M gibt
mit:
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Dies ist genau dann der Fall, wenn L rekursiv aufzählbar ist.

Für das Semi-Entscheidungsverfahren für die Menge der Zahlen, die im Nachkom-
mateil von π vorkommen, war es offenbar nützlich, die Zahlen mit dieser Eigen-
schaft systematisch erzeugen, das heißt aufzählen zu können. Auch das Semi-Ent-
scheidungsverfahren für das Wortproblem für Typ-0-Sprachen funktioniert auf
ähnliche Weise.

Allgemein kann man ein Semi-Entscheidungsverfahren für eine Sprache L stets
dann konstruieren, wenn sich die Wörter der Sprache L systematisch aufzählen las-
sen. Auch umgekehrt lässt sich ein Semi-Entscheidungsverfahren in ein Verfahren
zur systematischen Aufzählung transformieren.

Satz 6.2

Die Sprache L ≠ ∅ ist semi-entscheidbar genau dann, wenn es eine berechenbare to-
tale Funktion f :  → L gibt mit L = f().

Bemerkung: Die Funktion f muss surjektiv sein (d.h. L = f()), aber nicht injektiv.
Das heißt, ein Wort w ∈ L kann durchaus mehrere Male in der Aufzählung vorkom-
men.

Beweis: Wenn es eine berechenbare totale Funktion f :  → L gibt mit L = f(), so
lässt sich f folgendermaßen in ein Semi-Entscheidungsverfahren für L modifizieren.

Eingabe: w ∈ Σ*

Ausgabe: 1, falls w ∈ L

for k = 1, 2,…

berechne u = f(k)

if u = w return 1

Sei nun umgekehrt L semi-entscheidbar. Dann gibt es eine Turing-Maschine M, die
L akzeptiert. Die Aufzählungsfunktion f, die jeder natürlichen Zahl n ein Wort w ∈
Σ* zuordnet, wird nun folgendermaßen konstruiert: Zu einer gegebenen Zahl n wird
zunächst ein Paar (w, k) ∈ Σ* ×  konstruiert. Dann wird geprüft, ob die TM M das
Wort w in höchstens k Schritten akzeptiert. Falls ja, so ist f(n) = w, andernfalls wird
ein festes Element w0 ∈ L ausgegeben. Wir beschreiben zunächst die berechenbare
totale Funktion, die jedem n ein Paar (w, k) ∈ Σ* ×  zuordnet.

Für ein gegebenes Alphabet Σ lassen sich die Elemente von Σ* in kanonischer Weise
eindeutig in der Form w1, w2, w3, … aufzählen: zunächst aufsteigend geordnet nach
Wortlänge |w| und innerhalb der Elemente gleicher Wortlänge lexikographisch. Für

fM w( ) 1 falls w L∈
⊥ falls w L∉⎩

⎨
⎧

=
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• Zur Erinnerung ⊥ steht für nicht definiert.
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Dies ist genau dann der Fall, wenn L rekursiv aufzählbar ist.

Für das Semi-Entscheidungsverfahren für die Menge der Zahlen, die im Nachkom-
mateil von π vorkommen, war es offenbar nützlich, die Zahlen mit dieser Eigen-
schaft systematisch erzeugen, das heißt aufzählen zu können. Auch das Semi-Ent-
scheidungsverfahren für das Wortproblem für Typ-0-Sprachen funktioniert auf
ähnliche Weise.

Allgemein kann man ein Semi-Entscheidungsverfahren für eine Sprache L stets
dann konstruieren, wenn sich die Wörter der Sprache L systematisch aufzählen las-
sen. Auch umgekehrt lässt sich ein Semi-Entscheidungsverfahren in ein Verfahren
zur systematischen Aufzählung transformieren.

Satz 6.2

Die Sprache L ≠ ∅ ist semi-entscheidbar genau dann, wenn es eine berechenbare to-
tale Funktion f :  → L gibt mit L = f().

Bemerkung: Die Funktion f muss surjektiv sein (d.h. L = f()), aber nicht injektiv.
Das heißt, ein Wort w ∈ L kann durchaus mehrere Male in der Aufzählung vorkom-
men.

Beweis: Wenn es eine berechenbare totale Funktion f :  → L gibt mit L = f(), so
lässt sich f folgendermaßen in ein Semi-Entscheidungsverfahren für L modifizieren.

Eingabe: w ∈ Σ*

Ausgabe: 1, falls w ∈ L

for k = 1, 2,…

berechne u = f(k)

if u = w return 1

Sei nun umgekehrt L semi-entscheidbar. Dann gibt es eine Turing-Maschine M, die
L akzeptiert. Die Aufzählungsfunktion f, die jeder natürlichen Zahl n ein Wort w ∈
Σ* zuordnet, wird nun folgendermaßen konstruiert: Zu einer gegebenen Zahl n wird
zunächst ein Paar (w, k) ∈ Σ* ×  konstruiert. Dann wird geprüft, ob die TM M das
Wort w in höchstens k Schritten akzeptiert. Falls ja, so ist f(n) = w, andernfalls wird
ein festes Element w0 ∈ L ausgegeben. Wir beschreiben zunächst die berechenbare
totale Funktion, die jedem n ein Paar (w, k) ∈ Σ* ×  zuordnet.

Für ein gegebenes Alphabet Σ lassen sich die Elemente von Σ* in kanonischer Weise
eindeutig in der Form w1, w2, w3, … aufzählen: zunächst aufsteigend geordnet nach
Wortlänge |w| und innerhalb der Elemente gleicher Wortlänge lexikographisch. Für

fM w( ) 1 falls w L∈
⊥ falls w L∉⎩

⎨
⎧

=
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Σ = {0, 1} wäre dies: ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, … Sei nun λ :  → Σ* definiert
durch λ(n) = wn. Die Funktion λ ist total, surjektiv und berechenbar.

Auch die Menge der Paare (n, m) ∈  ×  lässt sich in der Form p1, p2, p3, … aufzäh-
len: zunächst aufsteigend geordnet nach der Summe n+m der beiden Komponenten,
und innerhalb der Paare gleicher Summe nach erstem Element:

(0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1), (2,0), (0,3), (1,2), …

Sei nun μ :  →  ×  definiert durch μ(n) = pn. Die Funktion μ ist ebenfalls total,
surjektiv und berechenbar.

Die Funktion g :  → Σ* ×  ist folgendermaßen definiert: Für n ∈  sei μ(n) = (m,
k). Ferner sei λ(m) = w. Dann ist g(n) = (w, k). Die Funktion g ist ebenfalls total, sur-
jektiv und berechenbar. Sie ist also eine Aufzählungsfunktion für die Paare (w, k) ∈
Σ* × .

Die Aufzählungsfunktion f :  → L ist nun folgendermaßen definiert: Sei w0 irgend-
ein Wort aus L. Für n ∈  ist f(n) = w, falls g(n) = (w, k) und M das Wort w in höchs-
tens k Schritten akzeptiert. Ansonsten setzen wir f(n) = w0. Die Funktion f ist offen-
bar total. Sie ist surjektiv, denn g(n) durchläuft alle Paare (w, k) und für jedes Wort
w ∈ L gibt es (mindestens) ein k, sodass w in k Schritten von M akzeptiert wird. Die
Funktion f ist berechenbar, denn in dem entscheidenden Schritt der Prüfung, ob die
TM M das Wort w in höchstens k Schritten akzeptiert, wird die Berechnung von M
nur k Schritte lang ausgeführt. Es besteht also keine Gefahr, dass die Berechnung
von M für w ∈ Σ* – L nicht terminiert. "

Der Zusammenhang zwischen Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit wird
durch folgenden Satz gegeben:

Satz 6.3

Die Sprache L ⊆ Σ* ist entscheidbar genau dann, wenn sowohl L als auch L = Σ* – L
semi-entscheidbar sind.

Beweis: Ist L entscheidbar, so ist L auch semi-entscheidbar, denn man braucht den
Entscheidungsalgorithmus A für L nur so abzuwandeln, dass er in eine Endlos-
schleife gerät, wenn A eine 0 ausgeben würde. Entsprechend erhält man ein Semi-
Entscheidungsverfahren für L, wenn man A so modifiziert, dass er in eine Endlos-
schleife gerät, wenn A eine 1 ausgibt, und eine 1 ausgibt, wenn A eine 0 liefert.

Sind umgekehrt sowohl L als auch L semi-entscheidbar, so sind sie rekursiv auf-
zählbar, das heißt, es gibt totale berechenbare Funktionen f und g, die L bzw. L auf-
zählen. Da für jedes w ∈ Σ* entweder w ∈ L oder w ∈ L gilt, entscheidet der folgen-
de Algorithmus L:
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Ebenso muss auch der vierte, fünfte Buchstabe usw. ein c sein, dabei ist jedoch das
Wort β(w) stets um einen Buchstaben dem Wort α(w) voraus. Offensichtlich kann es
also kein Wort w über Σ = {a, b, c} geben, für das α(w) = β(w) gilt. "

Definition 6.3: Postsches Korrespondenzproblem

Das Postsche Korrespondenzproblem (PKP) lautet:

Gegeben: Alphabete Σ und Γ und zwei Funktionen α, β : Σ → Γ*

Gefragt: Gibt es ein Wort w ∈ Σ* – {ε} mit α(w) = β(w)?

Das folgende harmlos aussehende Beispiel (entnommen aus [Aste02]) zeigt, welche
Komplexität das PKP besitzt:

Es gibt zwar ein Wort w über Σ = {a, b, c, d}, für das α(w) = β(w) gilt, jedoch ist die-
ses Wort 66 Zeichen lang!

Allgemein stellt eine solche Tabelle über einem Klartextalphabet Σ (das Codealpha-
bet ist stets das Binäralphabet {0, 1}) mit zwei Codes (α, β) ein konkretes PKP dar.
Wir haben jetzt zwei Probleme (Σ, α, β) kennengelernt, für die es ein Wort w mit
α(w) = β(w) gibt, und ein PKP, für die es kein solches Wort gibt.

Ein Algorithmus, der das PKP löst, müsste bei Eingabe einer beliebigen Codetabelle
(Σ, α, β) „ja“ ausgeben, wenn es ein Wort w ∈ Σ* mit α(w) = β(w) gibt, und „nein“
sonst. Einen solchen Algorithmus gibt es jedoch nicht, das heißt, das Postsche Kor-
respondenzproblem ist unentscheidbar.

Es ist jedoch leicht zu sehen, dass das PKP semi-entscheidbar ist (siehe Aufgabe
6.3).

Das Postsche Korrespondenzproblem lässt sich im Kontext von Grammatiken als
Hilfsmittel verwenden, um für viele konkrete Probleme nachzuweisen, dass sie un-
entscheidbar sind. Beispielsweise lässt sich mit seiner Hilfe die Unentscheidbarkeit
des Schnittproblems und des Äquivalenzproblems für kontextfreie Sprachen nach-
weisen (siehe Abschnitt 6.4).

Klartext Code α Code β

a 001 0

b 01 011

c 01 101

d 10 001
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Definition 6.4: Allgemeines Halteproblem

Das allgemeine Halteproblem lautet:

Gegeben: eine Turing-Maschine M und ein Eingabewort w.

Gefragt: Terminiert M bei Eingabe von w?

Offensichtlich ist das allgemeine Halteproblem semi-entscheidbar: Man starte ein-
fach die Turing-Maschine M mit der Eingabe w. Hält M an, so ist dies ein Beweis für
die Terminierung von M bei Eingabe von w. Hält M jedoch nicht an, so gibt es kein
allgemeines algorithmisches Verfahren, um dies zu erkennen. Bevor wir das allge-
meine Halteproblem näher untersuchen, diskutieren wir eine spezielle Variante, bei
der M selbst (bzw. dessen Gödel-Nummer 〈M〉) Eingabewort für M ist. Die Turing-
Maschine M wird also auf sich selbst angewendet.

Definition 6.5: Spezielles Halteproblem

Das spezielle Halteproblem lautet:

Gegeben: eine Turing-Maschine M.

Gefragt: Terminiert M bei Eingabe von 〈M〉?
Es gilt: Das spezielle Halteproblem ist unentscheidbar.

Das spezielle Halteproblem hat keine eigenständige Bedeutung, sondern dient le-
diglich als Zwischenschritt zum Beweis des allgemeinen Halteproblems. Die Unent-
scheidbarkeit des (speziellen und allgemeinen) Halteproblems ist ein fundamentales
Resultat der Informatik. Sie wurde 1936 von Alan M. Turing in seiner Arbeit „On
Computable Numbers with an Application to the Entscheidungsproblem“ [Aste02]
bewiesen.

Der Beweis dieses Satzes hat große Ähnlichkeit mit der Russelschen Antinomie der
Mengenlehre. Dabei handelt es sich um ein Paradoxon, das entsteht, wenn man
Mengen völlig ohne Einschränkung bilden kann. Sie wird oft mit folgendem hüb-
schen Beispiel illustriert:

In einem Dorf gibt es einen Barbier, der die Männer des Dorfes rasiert.
In seinem Laden hängt ein Schild: „Ich rasiere genau diejenigen Män-
ner des Dorfes, die sich nicht selbst rasieren“.
Rasiert der Barbier sich selbst?

Egal, ob der Barbier sich selbst rasiert oder nicht, stets erhält man einen Wider-
spruch.

In unserem Fall sind die „Männer, die sich selbst rasieren“ diejenigen Turing-Ma-
schinen, die sich selbst (also ihre eigene Gödel-Nummer) als Eingabe akzeptieren,
das heißt, diejenigen Turing-Maschinen M, die mit der Eingabe 〈M〉 halten. Wir
nehmen an, es gäbe eine Turing-Maschine Hsp, die das spezielle Halteproblem ent-
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Definition 6.4: Allgemeines Halteproblem

Das allgemeine Halteproblem lautet:

Gegeben: eine Turing-Maschine M und ein Eingabewort w.

Gefragt: Terminiert M bei Eingabe von w?

Offensichtlich ist das allgemeine Halteproblem semi-entscheidbar: Man starte ein-
fach die Turing-Maschine M mit der Eingabe w. Hält M an, so ist dies ein Beweis für
die Terminierung von M bei Eingabe von w. Hält M jedoch nicht an, so gibt es kein
allgemeines algorithmisches Verfahren, um dies zu erkennen. Bevor wir das allge-
meine Halteproblem näher untersuchen, diskutieren wir eine spezielle Variante, bei
der M selbst (bzw. dessen Gödel-Nummer 〈M〉) Eingabewort für M ist. Die Turing-
Maschine M wird also auf sich selbst angewendet.

Definition 6.5: Spezielles Halteproblem

Das spezielle Halteproblem lautet:

Gegeben: eine Turing-Maschine M.

Gefragt: Terminiert M bei Eingabe von 〈M〉?
Es gilt: Das spezielle Halteproblem ist unentscheidbar.

Das spezielle Halteproblem hat keine eigenständige Bedeutung, sondern dient le-
diglich als Zwischenschritt zum Beweis des allgemeinen Halteproblems. Die Unent-
scheidbarkeit des (speziellen und allgemeinen) Halteproblems ist ein fundamentales
Resultat der Informatik. Sie wurde 1936 von Alan M. Turing in seiner Arbeit „On
Computable Numbers with an Application to the Entscheidungsproblem“ [Aste02]
bewiesen.

Der Beweis dieses Satzes hat große Ähnlichkeit mit der Russelschen Antinomie der
Mengenlehre. Dabei handelt es sich um ein Paradoxon, das entsteht, wenn man
Mengen völlig ohne Einschränkung bilden kann. Sie wird oft mit folgendem hüb-
schen Beispiel illustriert:

In einem Dorf gibt es einen Barbier, der die Männer des Dorfes rasiert.
In seinem Laden hängt ein Schild: „Ich rasiere genau diejenigen Män-
ner des Dorfes, die sich nicht selbst rasieren“.
Rasiert der Barbier sich selbst?

Egal, ob der Barbier sich selbst rasiert oder nicht, stets erhält man einen Wider-
spruch.

In unserem Fall sind die „Männer, die sich selbst rasieren“ diejenigen Turing-Ma-
schinen, die sich selbst (also ihre eigene Gödel-Nummer) als Eingabe akzeptieren,
das heißt, diejenigen Turing-Maschinen M, die mit der Eingabe 〈M〉 halten. Wir
nehmen an, es gäbe eine Turing-Maschine Hsp, die das spezielle Halteproblem ent-
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scheidet, die also bei Eingabe einer Gödel-Nummer 〈M〉 genau dann „ja“ ausgibt,
wenn M sich selbst akzeptiert.

Wir konstruieren nun eine Turing-Maschine B (der „Barbier“) auf folgende Weise:
Die Eingabe für B ist eine Gödel-Nummer 〈M〉. B prüft zunächst vermittels der (hy-
pothetischen!) Turing-Maschine Hsp, ob M sich selbst akzeptiert. Ist dies der Fall, so
akzeptiert B die Eingabe nicht, geht also in eine Endlosschleife. Andernfalls akzep-
tiert B die Eingabe. Mit anderen Worten:

B akzeptiert M genau dann, wenn M sich nicht selbst akzeptiert.

Damit entsteht genau das Barbier-Dilemma: Akzeptiert B sich selbst oder nicht?
Beide möglichen Antworten führen zu einem Widerspruch. Aus dem obigen Satz
entsteht nämlich bei Anwendung von B auf sich selbst:

B akzeptiert B genau dann, wenn B sich nicht selbst akzeptiert.

Dies ist ein offenkundiger Widerspruch. Dieser Widerspruch ist auf die Annahme
der Existenz der Turing-Maschine Hsp zurückzuführen. Eine solche Maschine kann
es nicht geben, damit ist das spezielle Halteproblem unentscheidbar.

Aus der Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems folgt sofort die Unent-
scheidbarkeit des allgemeinen Halteproblems, denn wenn es eine Turing-Maschine
H gäbe, die das allgemeine Problem entscheidet, dann würde diese erst recht das
spezielle als Spezialfall entscheiden. Daher gilt:

Satz 6.4

Das allgemeine Halteproblem ist unentscheidbar.

Die Diagonalisierungsmethode

Die Unentscheidbarkeit des allgemeinen Halteproblems kann noch auf eine weitere
Art verdeutlicht werden. Jede Turing-Maschine M lässt sich durch ihre Gödel-Num-
mer 〈M〉 als Binärzahl codieren. Umgekehrt jedoch ist nicht jede Binärzahl die Gö-
del-Nummer einer Turing-Maschine. Man kann nun die Gödel-Nummern aller Tu-
ring-Maschinen der Größe nach in der Form g1, g2, g3, … anordnen. Damit wird
jeder natürlichen Zahl n eine Zahl gn zugeordnet, die die Gödel-Nummer einer Tu-
ring-Maschine Mn ist und man erhält eine Aufzählung aller Turing-Maschinen in
der Form M1, M2, M3, ….

Ebenso können auch alle Wörter w ∈ {0, 1}* in der Form w1, w2, w3, … aufgezählt
werden.

Wir erstellen nun eine Tabelle, in der wir die Turing-Maschinen M1, M2, M3, … auf
der vertikalen Achse und die Eingabewörter w1, w2, w3, … auf der horizontalen Ach-
se gegeneinander auftragen. Der Tabelleneintrag (i, j) lautet „ja“, falls die Turing-
Maschine Mi mit der Eingabe wj terminiert, ansonsten „nein“. Die folgende Tabelle
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Definition 6.6: Spezielles Halteproblem mit leerem Eingabewort

Das spezielle Halteproblem mit leerem Eingabewort (Hε) lautet:

Gegeben: eine Turing-Maschine M.

Gefragt: Terminiert M bei Eingabe von ε?

Es gilt: Das spezielle Halteproblem mit leerem Eingabewort ist unentscheidbar.

6.4 Reduktionstechniken

Im vorigen Abschnitt wurde auf elementare Weise gezeigt, dass das allgemeine Hal-
teproblem für Turing-Maschinen unentscheidbar ist. Die Turing-Maschine ist zwar
als konkreter Rechner kaum brauchbar, jedoch als theoretisches Hilfsmittel für Be-
weise aller Art unersetzlich. Man kann praktisch alle Unentscheidbarkeitsresultate
auf das grundlegende allgemeine Halteproblem zurückführen. Die dabei benutzte
Technik der Reduktion lässt sich an einem einfachen Beispiel erläutern. In Ab-
schnitt 5.1 haben wir das grundlegende Prinzip der Übersetzbarkeit einer höheren
Programmiersprache in die Basissprache der Turing-Maschine eingeführt: Jedes
Programm in einer beliebigen Programmiersprache lässt sich in eine konkrete Tu-
ring-Maschine compilieren. Haben wir nun für ein konkretes Problem P nachgewie-
sen, dass es keine Turing-Maschine gibt, die P entscheidet (bzw. berechnet), so kann
es auch kein Programm in irgendeiner Programmiersprache geben, das P entschei-
det. Denn gäbe es ein solches Programm, so ließe es sich in eine äquivalente Turing-
Maschine M übersetzen, die P entscheidet, und eine solche Maschine M gibt es nach
Voraussetzung nicht.

Allgemein lässt sich die Technik der Reduktion folgendermaßen beschreiben: Es soll
bewiesen werden, dass die Sprache L ⊆ Σ* unentscheidbar ist. Ist nun M eine belie-
bige Turing-Maschine und w ein beliebiges Eingabewort für M, so muss man ein
Element f(w) ∈ Σ* mit der Eigenschaft konstruieren, dass f(w) ∈ L genau dann gilt,
wenn die Turing-Maschine M mit Eingabe w anhält. Gäbe es nun einen Algorith-
mus, der L entscheidet, dann könnte man damit auch entscheiden, ob M mit der
Eingabe w anhält. Da M und w beliebig gewählt waren, wäre damit das allgemeine
Halteproblem entscheidbar, und dies ist ein Widerspruch. Man sagt, das Entschei-
dungsproblem (G, E) wird auf das allgemeine Halteproblem reduziert.

Entsprechend können wir die Reduzierbarkeit einer Sprache L1 auf eine beliebige
andere Sprache L2 folgendermaßen definieren:
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Definition und Satz 6.7: Reduzierbarkeit

Die Sprache L1 ⊆ Σ* heißt reduzierbar auf die Sprache L2 ⊆ Γ*, falls es eine totale
berechenbare Funktion f : Σ* → Γ* gibt, sodass für alle w ∈ Σ* gilt:

w ∈ L1 genau dann wenn f(w) ∈ L2.

Wir schreiben in diesem Fall L1 ≤ L2. Es gilt:

Ist L1 ≤ L2 und ist L2 entscheidbar, so ist auch L1 entscheidbar, bzw. umgekehrt

formuliert: Ist L1 unentscheidbar, so ist auch L2 unentscheidbar

Die Technik der Reduktion soll nun anhand von drei Beispielen illustriert werden.

Die Unentscheidbarkeit des Parkettierungsproblems

In diesem Abschnitt soll die Unentscheidbarkeit des Parkettierungsproblems aus
Abschnitt 6.2 durch Reduktion auf das allgemeine Halteproblem bewiesen werden.
Zur Vereinfachung der Darstellung begnügen wir uns mit der folgenden leicht ein-
geschränkten Variante des Parkettierungsproblems: In dieser Variante ist gefragt,
ob mit einem bestimmten Satz FM von Fliesen die obere Hälfte der unendlichen
Ebene ausgelegt werden kann, mit der Maßgabe, dass der erste Fliesentyp f in der
untersten Reihe vorkommt.

Zur Reduktion dieses eingeschränkten Parkettierungsproblems auf das Haltepro-
blem ist nun folgendes zu tun: Gegeben eine beliebige Turing-Maschine M über Σ
und ein beliebiges Eingabewort w ∈ Σ*, so ist ein Fliesensatz FM(M, w) mit einer
speziellen Fliese f zu konstruieren, sodass dieser Fliesensatz genau dann die obere
Halbebene mit f in der Grundreihe nicht auslegen kann, wenn M mit Eingabe w an-
hält.

Wir wollen diese Reduktion jedoch lediglich an einem einfachen Beispiel vorführen.
Gegeben sei die Turing-Maschine M über Σ = {0, 1} mit Z = {z0, z1, z2, z3, z4}, Start-
zustand z0 und Endezustand z4 und mit folgender Tabelle:

Folgende Berechnung lässt erkennen, dass die Maschine M das letzte Zeichen des
Eingabewortes w entfernt und an den Anfang stellt.

0 1 #
z0 (z0,0,R) (z0,1,R) (z1,#,L)
z1 (z2,#,L) (z3,#,L) (z4,#,L)
z2 (z2,0,L) (z2,1,L) (z4,0,L)
z3 (z3,0,L) (z3,1,L) (z4,1,L)
z3/E — — —
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liegt daran, dass es für Endezustände ze keine Übergänge gibt, also auch keine Flie-

sen der Form oder .

Der Fliesensatz FM(M, w) ist so konstruiert, dass es zur Konfigurationsabfolge der
Turing-Maschine M bei Eingabe von w genau eine Parkettierung gibt. Diese Parket-
tierung endet genau dann, wenn die Maschine M in einen Endezustand gerät.

Die Unentscheidbarkeit des Postschen Korrespondenzproblems

In diesem Abschnitt soll die Unentscheidbarkeit des Postschen Korrespondenzpro-
blems (PKP) mithilfe der Reduktionstechnik bewiesen werden. Dazu wird zunächst
eine Variante des PKP, das modifizierte PKP (MPKP) definiert, bei dem das erste
Zeichen des gesuchten Klartextwortes festgelegt ist.

Definition und Hilfssatz 6.8: Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem

Das modifizierte Postsche Korrespondenzproblem (MPKP) lautet:

Gegeben: Alphabete Σ und Γ, ein Startzeichen a ∈ Σ und zwei Funktionen α, β : Σ
→ Γ*

Gefragt: Gibt es ein Wort w ∈ Σ* mit α(aw) = β(aw)?

Es gilt MPKP ≤ PKP, das heißt, wenn das MPKP entscheidbar wäre, so wäre auch
das PKP entscheidbar.

Beweis: Sei M = (α, β, a) eine Instanz von MPKP über den Alphabeten Σ, Γ. Wir
definieren eine Instanz M´ = (α´, β´) des PKP über den Alphabeten Σ´, Γ´ wie folgt:

Σ´ = Σ ∪ {x, y}, Γ´ = Γ ∪ {*, $}
Für alle c ∈ Σ erhält man α´(c) aus α(c), indem man nach jedem Zeichen ein * ein-
fügt, und β´(c) aus β(c), indem man vor jedem Zeichen ein * einfügt. Ferner ist

α´(x) = *α´(a), β´(x) = β´(a),

α´(y) = $, β´(y) = *$.

Ein Beispiel zeigt die folgende Codetabelle:

MPKP α β PKP α´ β´

a 10111 10 a 1*0*1*1*1* *1*0

b 1 111 b 1* *1*1*1

c 10 0 c 1*0* *0

x *1* *1*1*1

y $ *$

ze,a
zj

b

ze,a

b
zj
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Errata S. 151: Definition 6.8: Es gilt MPKP ≤ PKP , das heißt wenn das MPKP unentscheidbar ist,
so ist auch das PKP unentscheidbar.

Errata S. 151: In dem Beispiel zum MPKP muss in der rechten Tabelle die vorletzte Zeile so aussehen:
x *1*0*1*1*1* *1*0
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Das Beispiel zeigt die besondere Eigenschaft des konstruierten PKP: Das gesuchte
Lösungswort w – falls es denn überhaupt existiert – muss mit dem Buchstaben x be-
ginnen und dem Buchstaben y enden. Das MPKP hat die Lösung w = abbc, dem ent-
spricht die Lösung w´ = xbbcy des PKP.

Wir zeigen nun, dass das MPKP M genau dann lösbar ist, wenn das PKP M´ lösbar
ist: Sei aw eine Lösung von M, das heißt α(aw) = β(aw). Dann ist α´(xwy) = β´(xwy),
also ist auch M´ lösbar. Ist umgekehrt w eine Lösung von M´, so muss w offenbar
mit x beginnen und mit y enden. Sei w = xvy. Es lässt sich zeigen, dass dann av eine
Lösung von M darstellt. "

Satz 6.5

Das PKP ist unentscheidbar.

Beweisskizze: Nach Hilfssatz 6.8 genügt es zu beweisen, dass das MPKP unent-
scheidbar ist. Wir beweisen dies, indem wir das allgemeine Halteproblem für Tu-
ring-Maschinen auf das MPKP reduzieren.

Eine Instanz des Halteproblems besteht aus einer Turing-Maschine M und einem
Eingabewort w. Wir konstruieren daraus ein MPKP, das genau dann eine Lösung
hat, wenn die Maschine M mit der Eingabe w terminiert. Wir können ohne Ein-
schränkung annehmen, dass die Übergangsfunktion δ genau für die Endezustände
von M undefiniert ist, das heißt, dass M mit der Eingabe w entweder terminiert und
w akzeptiert oder in eine Endlosschleife gerät. Die Idee besteht nun darin, eine Be-
rechnung von M der Form

(#, z0, w) → (v1, z1, w1) → (v2, z2, w2) → … → (vk, zk, wk)

auf ein Wort u abzubilden, sodass

α(u) = §§z0w§v1z1w1§v2z2w2§…§vk–1zk–1wk–1§

β(u) = §§z0w§v1z1w1§v2z2w2§…§vk–1zk–1wk–1§vkzkwk§

Das Wort α(u) ist also dem Wort β(u) stets um genau einen Berechnungsschritt vor-
aus. Erst wenn zk ein Endezustand ist, holt α den Vorsprung von β wieder ein. Die
Verarbeitung von w durch M terminiert somit genau dann, wenn für das Wort u, das
dieser Berechnung entspricht, α(u) = β(u) gilt.

Das MPKP soll nun formal konstruiert werden. Gegeben sei die Turing-Maschine M
= (Z, Σ, Γ, δ, z0, #, E). Wir konstruieren ein MPKP (α, β, a) mit α, β : Σ´ → Δ*. Das
Alphabet Σ´ wird dabei außer dem Startsymbol a nicht näher spezifiziert. Wir geben
lediglich korrespondierende Paare (α(b), β(b)) mit b ∈ Σ´ an. Wir verwenden das Al-
phabet Δ = Z ∪ Γ ∪ {§}. Dabei ist § ein neues Symbol, das weder in Z noch in Γ vor-
kommt.

Lizensiert für petersen@phil.hhu.de.
© 2007 Carl Hanser Fachbuchverlag. Alle Rechte vorbehalten. Keine unerlaubte Weitergabe oder Vervielfältigung.

- orderid - 16813115 - transid - 16813115_1D -

(Socher, S. 152)
Errata S. 152: Das Wort β(u) ist also dem Wort α(u) stets um genau einen Berechnungsschritt voraus.

Errata S. 156: Wir zeigen dies durch Reduktion des PKP auf das Schnittproblem.
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Die Unentscheidbarkeit des Schnittproblems

Im Folgenden wollen wir beweisen, dass das Schnittproblem für kontextfreie Spra-
chen unentscheidbar ist, das heißt, dass es keinen Algorithmus gibt, der entschei-
det, ob zwei gegebene kontextfreie Grammatiken G1 und G2 ein gemeinsames Wort
w ∈ L (G1) ∩ L (G2) erzeugen. Wir zeigen dies durch Reduktion auf das PKP.

Satz 6.6

Das Schnittproblem für kontextfreie Sprachen ist unentscheidbar.

Beweis: Durch Reduktion des PKP auf das Schnittproblem. Wir zeigen: Gäbe es ei-
nen Algorithmus A, der das Schnittproblem entscheidet, so könnte man diesen so
modifizieren, dass der modifizierte Algorithmus A´ das PKP entscheidet. Da jedoch
das PKP unentscheidbar ist, kann es auch A nicht geben.

Wir führen die Modifikation an einem konkreten Beispiel vor:

Wir nehmen an, es gäbe einen Algorithmus A, der das Schnittproblem entscheidet.
Gegeben sei das PKP aus Beispiel 6.1.

Wir konstruieren zwei kontextfreie Grammatiken Gα und Gβ die (im Wesentlichen)
die Wörter der Codes α bzw. β erzeugen. Gibt es ein Wort w ∈ Σ* mit α(w) = β(w), so
ist α(w) ∈ L (Gα) und β(w) ∈ L (Gβ), also ist L (Gα) ∩ L (Gβ) nicht leer. Wir müssen
nur noch sicherstellen, dass Gα und Gβ die Wörter in derselben Reihenfolge anein-
anderhängen.

Die Regeln von Gα bzw. Gβ sind in der obigen Tabelle zusammen mit den jeweiligen
Codes dargestellt. Die Startsymbole von Gα und Gβ sind S1 bzw. S2.

Damit lassen sich zum Beispiel folgende Ableitungen bilden:

S1 → cS110 → caS1110 → caaS11110 → caab101111110

S2 → cS20 → caS21110 → caaS21111110 → caab101111110

Offensichtlich erzeugt Gα Wörter der Form wTα(w) und Gβ Wörter der Form
wTβ(w). Dabei bezeichnet wT die Spiegelung des Wortes w.

Die beiden Grammatiken Gα und Gβ sind so konstruiert, dass genau dann wTα(w) ∈
L (Gα) ∩ L (Gβ) gilt, wenn α(w) = β(w) gilt.

Ist nun ein beliebiges PKP P gegeben, so konstruieren wir auf dieselbe Weise zwei
kontextfreie Grammatiken Gα und Gβ. Gäbe es einen Algorithmus, der das Schnitt-

Σ Code α Gα Code β Gβ

a 1 S1 → a1 |aS11 111 S2 → aS2111 |a111

b 10111 S1 → b10111 |bS110111 10 S2 → bS210 |b10

c 10 S1 → c10 | cS110 0 S2 → cS20 | c0
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problem entscheidet, so könnte er damit auch das PKP P entscheiden. Damit ist be-
wiesen, dass das Schnittproblem für kontextfreie Grammatiken unentscheidbar ist.

6.5 Der Satz von Rice

Bezeichnen wir mit fM die von einer Turing-Maschine M berechnete Funktion auf
Σ*, und ist w ∈ Σ*, so ist fM(w) genau dann definiert, wenn M mit der Eingabe w
hält. Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems lässt sich daher auch folgenderma-
ßen als Aussage über die Funktion fM formulieren: Gegeben eine Turing-Maschine
M und ein Eingabewort w für M, so ist unentscheidbar, ob fM an der Stelle w defi-
niert ist.

Der Satz von Rice besagt, dass jede nichttriviale Aussage über die von einer Turing-
Maschine M berechnete Funktion fM – und damit natürlich ebenso für die von einem
beliebigen Programm berechnete Funktion – unentscheidbar ist. Triviale Aussagen
sind solche, die immer wahr oder immer falsch sind. Beispielsweise ist unentscheid-
bar, ob ein gegebenes Programm eine konstante Funktion berechnet, ob es eine tota-
le Funktion berechnet, oder ob es eine bestimmte funktionale Spezifikation erfüllt.
Die letzte Eigenschaft besagt im Wesentlichen, dass es eine absolut zuverlässige
Softwareverifikation nicht geben kann.

Satz 6.7 Satz von Rice

Sei E irgendeine nichttriviale Eigenschaft berechenbarer Funktionen. Dann ist das
folgende Problem unentscheidbar:

Gegeben: Eine Turing-Maschine M.

Gefragt: Hat fM die Eigenschaft E?

Beweis: Sei E irgendeine nichttriviale Eigenschaft berechenbarer Funktionen und
sei u die überall undefinierte Funktion. Wir nehmen an, die Eigenschaft E trifft auf
u zu. Ist dies nicht der Fall, so können wir den gesamten Beweis entsprechend mit
der Komplementäreigenschaft E (die ebenfalls nichttrivial ist) führen. Die Eigen-
schaft E ist nichttrivial, das heißt, es gibt mindestens eine Turing-Maschine P, so-
dass fP die Eigenschaft E besitzt und mindestens eine Turing-Maschine Q mit so-
dass fQ die Eigenschaft E nicht besitzt.

Ist nun M eine beliebige Turing-Maschine und w ein Eingabewort für M, so modifi-
zieren wir M zu einer Turing-Maschine M´, die folgendermaßen arbeitet: Zunächst
simuliert M´ die Maschine M mit der Eingabe ε. Falls diese hält, so simuliert M´ an-
schließend die Turing-Maschine Q auf der Eingabe w. Falls jedoch M mit der Einga-
be ε nicht hält, so hält auch M´ nicht. Mit anderen Worten, M´ berechnet die folgen-
de Funktion:
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Errata S. 157: es gibt mindestens eine Turing-Maschine Q, sodass fQ die Eigenschaft E nicht besitzt.

Hausaufgaben:
Bearbeiten sie bitte die Aufgabe 6.2
Sie können ihre Ergebnisse mit den Lösungsvorschlägen im Anhang abgleichen. Die Hausaufgaben werden
nicht eingereicht.

Mögliche Klausuraufgaben zu Kapitel 6:
• Multiple-Choice Questions zu Aussagen über Entscheidbarkeit (welche der folgenden Aussagen ist

wahr? Bsp. Jede rekursive Sprache ist semi-entscheidbar.)

• Zeigen Sie mithilfe der Reduzierbarkeit, dass das spezielle Halteproblem mit leerem Eingabewort
unentscheidbar ist.
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7. Kapitel

7.2 Komplexität von Algorithmen
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Komplexitätsklassen und O-Notation

Das Beispiel der binären Suche verdeutlicht den Unterschied zwischen der ersten
Verbesserung der linearen Suche, die die Komplexität im Wesentlichen um einen
konstanten Faktor ¾ vermindert, und der binären Suche, die die Laufzeit um eine
ganze Größenordnung verbessert.

Man fasst daher alle linearen Funktionen zu einer Klasse (auch Ordnung genannt)
O(n), sowie die logarithmischen Funktionen zu einer Klasse O(log n) zusammen. Die
folgende Definition der Komplexitätsklassen beruht auf dem Gedanken, dass kon-
stante Faktoren und Summanden letztlich eine untergeordnete Rolle spielen, son-
dern dass nur das asymptotische Verhalten, das heißt das Verhalten für hinrei-
chend große n, ins Gewicht fällt.

Definition 7.1: Die O-Notation

Seien f, g :  →  zwei Funktionen. Wir sagen, f ist von der Ordnung g, falls es eine
Konstante c > 0 und eine natürliche Zahl n0 gibt, sodass gilt:

f(n) ≤ c.g(n) für alle n ≥ n0.

Mit O(g) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen der Ordnung g.

Anstatt f ∈ O(g) schreibt man meist f = O(g) (f ist von der Ordnung g). Dies ist zwar
eine missbräuchliche Verwendung des Gleichheitszeichens, hat sich jedoch so einge-
bürgert.

Beispiel 7.1: Gegeben sei .

a) Wir wollen zeigen, dass f von der Ordnung n3 ist, das heißt, dass gilt.
Wir müssen eine Konstante c und eine natürliche Zahl n0 finden, sodass f(n) ≤ c.n3

für alle n ≥ n0 gilt. Es gilt:

für alle n ≥ 1.

Mit c = 37 und n0 = 1 erhalten wir .

b) Auf dieselbe Weise lässt sich auch zeigen, dass gilt, denn aus
für alle n ≥ 1 folgt für alle n ≥ 1. "

Allgemein gilt:

Satz 7.1

Sei ein Polynom vom Grad k. Dann gilt f = O(nk).

Die O-Notation stellt eine Abschätzung nach oben dar. Um möglichst präzise Aussa-
gen über das Laufzeitverhalten von Algorithmen zu erhalten, ist es natürlich sinn-

f n( ) 5n3 9n 23+ +=

f O n3( )=

f n( ) 5n3 9n 23+ + 5n3 9n3 23n3+ +≤ 37n3= =

f O n3( )=

f O n4( )=
f n( ) 37n3≤ f n( ) 37n4≤

f n( ) aknk ak 1– nk 1– … a0+ + +=
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voll, möglichst dichte (das heißt niedrige) obere Schranken anzugeben. Wir haben
beispielsweise festgestellt, dass die Laufzeit der binären Suche in einem sortierten
Array durch einen Ausdruck der Form a + b log2(n) nach oben beschränkt ist, also in
der Klasse O(log n) liegt. Wegen log2(n) ≤ n für alle n ≥ 1 ist daher auch n eine obere
Schranke, das heißt, die binäre Suche ist auch von der Klasse O(n). Jedoch ist der
Satz „Die binäre Suche ist in O(log n)“ sehr viel aussagekräftiger.

Die O-Notation ermöglicht es, Algorithmen auf der Basis einer festgelegten Menge
von Elementaroperationen in Komplexitätsklassen einzuteilen. Natürlich kann es
für die konkrete Laufzeit eines Programms einen Unterschied ausmachen, auf wel-
che Weise die elementaren Operationen wie Vergleiche oder Wertzuweisungen vom
Compiler in Maschinencode übersetzt werden. Die üblichen Grundoperationen einer
Programmiersprache werden durch die Übersetzung jedoch stets nur um einen kon-
stanten Faktor in der Laufzeit verändert, und dies wirkt sich auf die Komplexitäts-
klasse nicht aus. Es ist also gewährleistet, dass ein linearer Algorithmus nach der
Compilierung auch linear bleibt, und nicht etwa eine quadratische Laufzeit be-
kommt.

Wichtige Komplexitätsklassen

In der Praxis haben sich einige Komplexitätsklassen als besonders wichtig erwie-
sen. Tabelle 7.1 zeigt diese Klassen in aufsteigender Reihenfolge.

Konstante Komplexität bedeutet, dass der Algorithmus stets eine konstante Lauf-
zeit benötigt, unabhängig von der Größe der Eingabe, was naturgemäß äußerst sel-
ten vorkommt. Algorithmen von logarithmischer und von linearer Komplexität ha-
ben wir bereits im Zusammenhang mit der Suche nach einem Element in einem
Array kennengelernt. Auch die Suche nach dem größten Element in einem unsor-
tierten Array hat lineare Komplexität. Die Klassen O(n log n) und O(n2) sind im Zu-
sammenhang mit Sortieralgorithmen wichtig. Einfache Sortierverfahren wie Sortie-
ren durch Einfügen (Insertion sort) sind von quadratischer Komplexität, verbesserte

Tabelle 7.1: Die wichtigsten Komplexitätsklassen

Klasse Ordnung

konstant O(1)

logarithmisch O(log n)

linear O(n)

n-log-n O(n log n)

quadratisch O(n2)

polynomiell O(nk) für k ≥ 1

exponentiell O(dn) für d > 1
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■ f1(n) = n

1 2 3 4 5 6 7 8 1

9 10 11 12 13 14 15 16 2

17 18 19 20 21 22 23 24 3

25 26 27 28 29 30 31 32 4

33 34 35 36 37 38 39 40 5

41 42 43 44 45 46 47 48 6

49 50 51 52 53 54 55 56 7

57 58 59 60 61 62 63 64 8

A B C D E F G H

■ f2(n) = n · logn

0 2 3 8 10 12 14 24 1

27 30 33 36 39 42 45 64 2

68 72 76 80 84 88 92 96 3

100 104 108 112 116 120 124 160 4

165 170 175 180 185 190 195 200 5

205 210 215 220 225 230 235 240 6

245 250 255 260 265 270 275 280 7

285 290 295 300 305 310 315 384 8

A B C D E F G H

Abbildung 7.8: Die Wachstumsfunktionen n und n · logn im Vergleich

■ O(n logn) (Linear-logarithmisches Wachstum)

In der Praxis kommen viele Algorithmen zum Einsatz, deren Lauf-
zeit proportional mit dem Produkt n · logn zunimmt. Beispiele sind
die Sortierung einer Liste (Heapsort [107], Mergesort [62]), die Be-
rechnung der schnellen Fourier-Transformation (Fast Fourier Trans-
form, kurz FFT) oder die Bestimmung der kürzesten Route für die
Pkw-Navigation.

■ O(nk) (Polynomielles Wachstum)

Die asymptotische Entwicklung der Laufzeit bzw. des Platzbedarfs
wird in diesen Algorithmen durch ein Polynom begrenzt. Ein be-
kanntes Beispiel für einen polynomiellen Laufzeitalgorithmus ist die
Multiplikation zweier n × n-Matrizen. Auch das schon häufiger er-
wähnte PRIME-Problem lässt sich in Polynomialzeit lösen und fällt
damit in diese Algorithmenklasse.

■ O(kn) (Exponentielles Wachstum)

Die Laufzeit bzw. der Platzbedarf dieser Algorithmen nimmt ex-
ponentiell mit der Eingabelänge n zu und wächst damit stärker als
jedes Polynom. Die enorme Wachstumsgeschwindigkeit der Expo-
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■ f3(n) = n2

1 4 9 16 25 36 49 64 1

81 100 121 144 169 196 225 256 2

289 324 361 400 441 484 529 576 3

625 676 729 784 841 900 961 1024 4

1089 1156 1225 1296 1369 1444 1521 1600 5

1681 1764 1849 1936 2025 2116 2209 2304 6

2401 2500 2601 2704 2809 2916 3025 3136 7

3249 3364 3481 3600 3721 3844 3969 4096 8

A B C D E F G H

■ f4(n) = 2n

2 4 8 16 32 64 128 256 1

512 1024 2048 4096 8192 16384 32768 65536 2

131072 262144 524288 104857 2097152 4194304 8388608 16777216 3

33554432 67108864
9-

stellig
9-

stellig
9-

stellig
10-
stellig

10-
stellig

10-
stellig 4

10-
stellig

11-
stellig

11-
stellig

11-
stellig

12-
stellig

12-
stellig

12-
stellig

12-
stellig 5

13-
stellig

13-
stellig

13-
stellig

14-
stellig

14-
stellig

14-
stellig

15-
stellig

15-
stellig 6

15-
stellig

16-
stellig

16-
stellig

16-
stellig

16-
stellig

17-
stellig

17-
stellig

17-
stellig 7

18-
stellig

18-
stellig

18-
stellig

19-
stellig

19-
stellig

19-
stellig

19-
stellig

20-
stellig 8

A B C D E F G H

Abbildung 7.9: Die Wachstumsfunktionen n2 und 2n im Vergleich

nentialfunktion schränkt den praktische Nutzen dieser Algorithmen
drastisch ein; oft scheinen Algorithmen aus dieser Klasse schon für
kleine Eingabegrößen augenscheinlich nicht mehr zu terminieren.

Wir wollen unser Augenmerk auf zwei Besonderheiten der aufgeliste-
ten Wachstumsfunktionen richten. Die erste Beobachtung betrifft das
linear-logarithmische Wachstum. Da die Laufzeit dieser Algorithmen
überproportional mit der Eingabegröße n anwächst, scheint deren prak-
tische Verwertbarkeit auf den ersten Blick fraglich zu sein. Bei genaue-
rer Betrachtung stellt sich diese Wachstumsklasse jedoch als erstaunlich
harmlos heraus – selbst große Eingaben lassen sich in der Praxis sehr
effizient verarbeiten. Um Ihnen ein Gefühl für das Wachstumsverhalten
zu vermitteln, ist in Abbildung 7.8 das linear-logarithmische Wachstum
dem linearen Wachstum gegenübergestellt. Dass die überproportionale
Zunahme so moderat ausfällt, verdanken wir der außerordentlich gerin-
gen Geschwindigkeit, mit der die Logarithmus-Funktion gegen unend-
lich strebt.

Ein weiteres erstaunliches Ergebnis offenbart Abbildung 7.9. Die Ge-
genüberstellung der beiden Komplexitätsklassen O(n2) und O(2n)
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noch niemand einen polynomiellen Algorithmus für eines dieser Probleme entwik-
kelt. Alle bisher bekannten Algorithmen für diese Probleme sind exponentiell. We-
der ist es gelungen, die obere Schranke herunterzudrücken, also einen polynomiel-
len Algorithmus für eines dieser Probleme zu finden, noch war es möglich, die
untere Schranke hochzuschieben und zu beweisen, dass es keine polynomiellen Al-
gorithmen für diese Probleme geben kann. Die Klasse dieser Probleme, deren ge-
nauer Komplexitätsstatus (noch) nicht bekannt ist, nennt man die Klasse der nicht-
deterministisch polynomiellen Probleme (NP). Diese Lücke zwischen unterer und
oberer Schranke ist deshalb besonders bedeutsam, weil zwischen der polynomiellen
und der exponentiellen Zeitkomplexität die Grenze der praktischen Berechenbar-
keit verläuft.

Polynomielle und nichtdeterministisch polynomielle Laufzeit

Wir wollen im Folgenden die Laufzeit eines Algorithmus auf der Basis der Zahl der
Konfigurationsübergänge einer Turing-Maschine in Abhängigkeit von der Länge
des Eingabewortes definieren.

Definition 7.2: Laufzeitfunktion einer Turing-Maschine

Sei M eine deterministische oder nichtdeterministische (Mehrband)-Turing-Maschi-
ne. Die Laufzeitfunktion tM : Σ* →  ist folgendermaßen definiert: tM(w) = n, falls n
die minimale Länge einer terminierenden Berechnung (#, z0, w) →* (v, ze, u) bei
Eingabe von w ist. Hält M bei Eingabe von w nicht, so setzen wir tM(w) = 0.

Die Worst-case-Laufzeitfunktion TM :  →  ist folgendermaßen definiert:

.

Bei der Definition der Laufzeitfunktion wird tM(w) = 0 gesetzt, falls M bei Eingabe
von w nicht hält, das heißt, es werden nur solche Eingabewörter gezählt, die von der
Turing-Maschine M akzeptiert werden. Dies ist eine eher willkürliche Festlegung,
die für die Definition der Klassen P und NP keine Rolle spielt.

Definition 7.3: Die Klasse P

Eine Sprache L heißt polynomiell, falls es eine deterministische Turing-Maschine M
mit L = L (M) gibt, sodass

TM = O(nk) für ein k ≥ 0.

Die Klasse der polynomiellen Sprachen wird mit P bezeichnet.

Es soll betont sein, dass diese Definition der Klasse P keinerlei praktische Relevanz
für die Analyse von Algorithmen besitzt. Den Nachweis, dass ein konkretes Problem

TM n( ) max tM w( ) w Σ∗∈ w n=,{ }( )=
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Lässt sich die Zahlvariante effizient (das heißt, in polynomieller Zeit) lösen, dann si-
cherlich auch die Entscheidungsvariante, denn man braucht nach der Berechnung
von Wmax diesen nur noch mit dem gegebenen Nutzenwert W zu vergleichen. Lässt
sich die Optimierungsvariante effizient lösen, dann braucht man nur noch den
Wert dieser Lösung zu berechnen, um eine Lösung für die Zahlvariante zu erhal-
ten.

Es stellt sich sogar heraus, dass alle drei Varianten gleich einfach (besser gesagt,
gleich schwierig) sind, denn aus der polynomiellen Lösbarkeit der Entscheidungsva-
riante folgt auch die polynomielle Lösbarkeit der anderen Varianten:

Satz 7.2

a) Ist die Entscheidungsvariante des Rucksackproblems effizient lösbar, dann auch
die Zahlvariante.

b) Ist die Zahlvariante des Rucksackproblems effizient lösbar, dann auch die Opti-
mierungsvariante.

Beweis:
a) Sei rucksack1 ein Algorithmus, der die Entscheidungsvariante polynomiell löst.
Um den Wert einer optimalen Bepackung zu berechnen, kann man rucksack1 syste-
matisch mit verschiedenen Werten für W aufrufen, bis das größte derartige W ge-
funden ist. Offensichtlich kann der Wert einer möglichen Bepackung niemals größer
werden als

.

Man geht nun von diesem Wert M abwärts, bis man den ersten Wert einer zulässi-
gen Bepackung findet. Dieser muss dann der gesuchte Maximalwert sein. Der fol-
gende Algorithmus löst die Zahlvariante:

Listing 7.3 Algorithmus für die Zahlvariante des Rucksackproblems

Algorithmus rucksack2

berechne M

for W := M to 1
if (rucksack1(W)) then return W

return „unlösbar“.

Die Schleife wird höchstens M mal durchlaufen, daher beträgt die Laufzeit von
rucksack2 im ungünstigsten Fall das M-fache der Laufzeit von rucksack1. Also ist
auch rucksack2 von polynomieller Laufzeit.

b) Nehmen wir nun an, es gebe einen Algorithmus rucksack2, der effizient den Wert
Wmax einer optimalen Bepackung bestimmt. Man berechnet nun mit diesem Algo-
rithmus den optimalen Wert W´, der sich ergeben würde, wenn ein bestimmter Ge-

M wii 1=

n
∑=
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. Errata S. 176: In den Zeilen 14 und 15 des Listings muss W durch W1 ersetzt werden (nutzen(W1),
skalarprodukt(X,W1,XW))

.
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noch niemand einen polynomiellen Algorithmus für eines dieser Probleme entwik-
kelt. Alle bisher bekannten Algorithmen für diese Probleme sind exponentiell. We-
der ist es gelungen, die obere Schranke herunterzudrücken, also einen polynomiel-
len Algorithmus für eines dieser Probleme zu finden, noch war es möglich, die
untere Schranke hochzuschieben und zu beweisen, dass es keine polynomiellen Al-
gorithmen für diese Probleme geben kann. Die Klasse dieser Probleme, deren ge-
nauer Komplexitätsstatus (noch) nicht bekannt ist, nennt man die Klasse der nicht-
deterministisch polynomiellen Probleme (NP). Diese Lücke zwischen unterer und
oberer Schranke ist deshalb besonders bedeutsam, weil zwischen der polynomiellen
und der exponentiellen Zeitkomplexität die Grenze der praktischen Berechenbar-
keit verläuft.

Polynomielle und nichtdeterministisch polynomielle Laufzeit

Wir wollen im Folgenden die Laufzeit eines Algorithmus auf der Basis der Zahl der
Konfigurationsübergänge einer Turing-Maschine in Abhängigkeit von der Länge
des Eingabewortes definieren.

Definition 7.2: Laufzeitfunktion einer Turing-Maschine

Sei M eine deterministische oder nichtdeterministische (Mehrband)-Turing-Maschi-
ne. Die Laufzeitfunktion tM : Σ* →  ist folgendermaßen definiert: tM(w) = n, falls n
die minimale Länge einer terminierenden Berechnung (#, z0, w) →* (v, ze, u) bei
Eingabe von w ist. Hält M bei Eingabe von w nicht, so setzen wir tM(w) = 0.

Die Worst-case-Laufzeitfunktion TM :  →  ist folgendermaßen definiert:

.

Bei der Definition der Laufzeitfunktion wird tM(w) = 0 gesetzt, falls M bei Eingabe
von w nicht hält, das heißt, es werden nur solche Eingabewörter gezählt, die von der
Turing-Maschine M akzeptiert werden. Dies ist eine eher willkürliche Festlegung,
die für die Definition der Klassen P und NP keine Rolle spielt.

Definition 7.3: Die Klasse P

Eine Sprache L heißt polynomiell, falls es eine deterministische Turing-Maschine M
mit L = L (M) gibt, sodass

TM = O(nk) für ein k ≥ 0.

Die Klasse der polynomiellen Sprachen wird mit P bezeichnet.

Es soll betont sein, dass diese Definition der Klasse P keinerlei praktische Relevanz
für die Analyse von Algorithmen besitzt. Den Nachweis, dass ein konkretes Problem

TM n( ) max tM w( ) w Σ∗∈ w n=,{ }( )=
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In anderen Programmiersprachen müsste dieses Verfahren der Tiefensuche mit
Backtracking explizit implementiert werden.

Wir haben gesehen, dass das Prüfen eines Lösungskandidaten für die vorliegenden
Probleme effizient (also polynomiell) durchgeführt werden kann. Die Schwierigkeit
bei all den genannten Problemen liegt jedoch in der Kandidatenerzeugung. Es gibt
2n Binärvektoren der Länge n, also hat das Rucksackproblem 2n Kandidaten. Ge-
nauso sieht es beim Cliquenproblem aus: Eine Kandidat für eine Clique in einem
Graphen mit n Knoten kann im Prinzip eine beliebige Menge von Knoten sein. Die
Menge der Kandidaten ist also 2V und ihre Anzahl ist 2n.

Zur Definition der Klasse NP der nichtdeterministisch polynomiellen Sprachen be-
nutzen wir das Konzept der nichtdeterministischen Turing-Maschine. Soll etwa die
nichtdeterministische Turing-Maschine M das Rucksackproblem lösen, so erzeugt
sie (nichtdeterministisch) auf einem Arbeitsband einen Kandidaten, kopiert ihn auf
ein zweites Band und prüft ihn dann (deterministisch). Dieses Prüfen findet in poly-
nomieller Zeit statt. Das Polynom, das die Rechenzeit der Turing-Maschine für eine
akzeptierende Berechnung beschränkt, ist für jedes konkrete NP-Problem bekannt.
Wird bei einer konkreten Berechnung diese Zeitschranke überschritten, so ist kein
Akzeptieren mehr möglich, also kann die Eingabe verworfen werden. Aus diesem
Grund wurde bei der Definition der Rechenzeit tM(w) = 0 gesetzt, falls M bei Einga-
be von w nicht hält.

Definition 7.4: Die Klasse NP

Eine Sprache L heißt nichtdeterministisch polynomiell, falls es eine nichtdetermini-
stische Turing-Maschine M mit L = L (M) gibt, sodass

TM = O(nk) für ein k ≥ 0.

Die Klasse der nichtdeterministisch polynomiellen Sprachen wird mit NP bezeich-
net.

Die Klasse NP ist also die Klasse derjenigen Sprachen bzw. Entscheidungsproble-
me, für die es eine nichtdeterministische Turing-Maschine gibt, deren Worst-Case-
Rechenzeit polynomiell beschränkt ist. Es gilt:

Satz 7.3

Die Entscheidungsvarianten der Probleme KP, CLIQUE, TSP, BPP und SAT sind in
NP.

Wir kennen nun zwar schon einige Probleme der Klasse NP, kennen aber keine
halbwegs dichten oberen bzw. unteren Schranken für diese Probleme. Für all diese
Probleme sind Algorithmen von exponentieller Laufzeit bekannt. Betrachten wir
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Das Problem des Hamilton-Kreises (Hamiltonian Circuit, HC)

Das Hamiltonproblem lautet: Gegeben ein Graph G. Besitzt G einen Hamilton-
Kreis, das heißt, einen Kreis, der jeden Knoten genau einmal berührt?

Bei näherem Hinschauen stellt sich heraus, dass das Problem des Hamilton-Kreises
eine spezielle Form des TSP ist. Wie beim TSP soll eine Rundreise gefunden wer-
den, im Gegensatz dazu spielen jedoch die Kosten dieses Weges keine Rolle. Sei
ATSP ein Algorithmus zur Lösung der Entscheidungsvariante des TSP.

Zur Lösung des Hamilton-Problems für einen Graphen G mit n Knoten ordnen wir
nun jeder Kante des Graphen G den Kostenwert 1 zu und jedem nicht verbundenen
Knotenpaar den Kostenwert 2 und wenden darauf den Algorithmus ATSP mit dem
Gesamtkostenwert n an. Findet ATSP eine Rundreise mit einem Gesamtkostenwert
kleiner oder gleich n, so kann diese Rundreise nur Kanten mit dem Wert 1 enthal-
ten. Also stellt diese Rundreise einen Hamilton-Kreis im Graphen G dar.

Jede konkrete Instanz T des TSP wird in diesem Beispiel in eine Instanz H des HP
transformiert, sodass gilt: T besitzt genau dann eine Rundreise der Gesamtkosten n,
wenn H einen Hamilton-Kreis besitzt. Zu beachten ist weiterhin, dass diese Trans-
formation offensichtlich in polynomieller Zeit erfolgen kann.

Wenn es also einen polynomiellen Algorithmus ATSP für das TSP gibt, so können wir
daraus auf einfache Weise einen polynomiellen Algorithmus AHP für das HP kon-
struieren. Zunächst transformiert AHP die Eingabe H in polynomieller Zeit in die
entsprechende Instanz T des TSP und anschließend führt er für T den polynomiel-
len Algorithmus ATSP durch. Damit ist gezeigt: Ist TSP in der Klasse P, so ist auch
HP in der Klasse P, und ist umgekehrt HP nicht in der Klasse P, so auch TSP nicht.
Man sagt dazu: HP ist im Wesentlichen nicht schwieriger als TSP bzw. HP ist poly-
nomiell auf TSP reduzierbar.

Definition und Satz 7.5: Polynomielle Reduzierbarkeit

Die Sprache L1 ⊆ Σ* heißt polynomiell reduzierbar auf die Sprache L2 ⊆ Γ*, falls es
eine in polynomieller Zeit berechenbare Funktion f : Σ* → Γ* gibt, sodass für alle w
∈ Σ* gilt:

w ∈ L1 gdw. f(w) ∈ L2.

Wir schreiben in diesem Fall L1 ≤p L2. Es gilt:

enthält einen Hamilton-Kreis enthält keinen Hamilton-Kreis

Abbildung 7.4: Das Problem des Hamilton-Kreises
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Ist L1 ≤p L2 und ist L2 ∈ P (bzw. NP), so ist auch L1 ∈ P (bzw. NP).

Die Relation ≤p, ist offensichtlich transitiv, das heißt, aus L1 ≤p L2 und L2 ≤p L3
folgt L1 ≤p L3.

Im Folgenden definieren wir die Klasse der NP-vollständigen Probleme als die Klas-
se der schwierigsten Probleme in NP.

Definition 7.6: NP-Vollständigkeit

Eine Sprache L heißt NP-hart, falls L´ ≤p L für jedes L´ ∈ NP gilt.

Eine Sprache L heißt NP-vollständig, falls L ∈ NP und L NP-hart ist.

Ein Problem L ist NP-vollständig, falls es in NP ist und falls sich jedes Problem in
NP auf L reduzieren lässt. Könnte man also für ein einziges NP-vollständiges Pro-
blem einen polynomiellen Algorithmus finden, so wäre wegen der Eigenschaft der
polynomiellen Reduzierbarkeit jedes Problem in NP in polynomieller Zeit lösbar,
mithin wäre also P = NP. Um zu beweisen, dass P = NP ist, reicht es also, für irgend-
ein NP-vollständiges Problem einen polynomiellen Algorithmus zu finden. Umge-
kehrt reicht es natürlich auch aus, von einem einzigen Problem in NP zu zeigen,
dass es nicht polynomiell lösbar ist, um die Behauptung P = NP zu widerlegen. In
diesem Fall kann überhaupt kein NP-vollständiges Problem in P liegen. Entweder
sind also alle NP-vollständigen Probleme polynomiell lösbar (und in diesem Falle
gilt P = NP) oder kein einziges:

Satz 7.4

Sei L NP-vollständig.

a) Falls L ∈ P, so ist P = NP.

b) Falls L ∉ P, so ist L´ ∉ P für jedes NP-vollständige Problem L´.

c) Ist L ≤p L´, so ist L´ NP-hart.

Beweis: Wir brauchen nur noch Teil c) zu beweisen. Da L NP-vollständig ist, gilt K
≤p L für alle K ∈ NP. Aus L ≤p L´ folgt K ≤p L ≤p L´ für alle K ∈ NP, also ist L´ NP-
hart. "

Um nachzuweisen, dass ein bestimmtes Problem L NP-vollständig ist, muss man
also zum einen zeigen, dass es in der Klasse NP ist und zum anderen, dass sich je-
des Problem in NP polynomiell auf L reduzieren lässt. Der erste Teil dieser Aufgabe
ist meist einfach zu lösen, indem man einen polynomiellen Algorithmus angibt, der
den von einem Orakel präsentierten Lösungskandidaten prüft. Der zweite Teil er-
scheint jedoch vergleichsweise extrem schwierig, denn man kennt ja gar nicht alle
konkreten Probleme in NP, sondern nur ihre gemeinsame Eigenschaft, dass sie von
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Ist L1 ≤p L2 und ist L2 ∈ P (bzw. NP), so ist auch L1 ∈ P (bzw. NP).

Die Relation ≤p, ist offensichtlich transitiv, das heißt, aus L1 ≤p L2 und L2 ≤p L3
folgt L1 ≤p L3.

Im Folgenden definieren wir die Klasse der NP-vollständigen Probleme als die Klas-
se der schwierigsten Probleme in NP.

Definition 7.6: NP-Vollständigkeit

Eine Sprache L heißt NP-hart, falls L´ ≤p L für jedes L´ ∈ NP gilt.

Eine Sprache L heißt NP-vollständig, falls L ∈ NP und L NP-hart ist.

Ein Problem L ist NP-vollständig, falls es in NP ist und falls sich jedes Problem in
NP auf L reduzieren lässt. Könnte man also für ein einziges NP-vollständiges Pro-
blem einen polynomiellen Algorithmus finden, so wäre wegen der Eigenschaft der
polynomiellen Reduzierbarkeit jedes Problem in NP in polynomieller Zeit lösbar,
mithin wäre also P = NP. Um zu beweisen, dass P = NP ist, reicht es also, für irgend-
ein NP-vollständiges Problem einen polynomiellen Algorithmus zu finden. Umge-
kehrt reicht es natürlich auch aus, von einem einzigen Problem in NP zu zeigen,
dass es nicht polynomiell lösbar ist, um die Behauptung P = NP zu widerlegen. In
diesem Fall kann überhaupt kein NP-vollständiges Problem in P liegen. Entweder
sind also alle NP-vollständigen Probleme polynomiell lösbar (und in diesem Falle
gilt P = NP) oder kein einziges:

Satz 7.4

Sei L NP-vollständig.

a) Falls L ∈ P, so ist P = NP.

b) Falls L ∉ P, so ist L´ ∉ P für jedes NP-vollständige Problem L´.

c) Ist L ≤p L´, so ist L´ NP-hart.

Beweis: Wir brauchen nur noch Teil c) zu beweisen. Da L NP-vollständig ist, gilt K
≤p L für alle K ∈ NP. Aus L ≤p L´ folgt K ≤p L ≤p L´ für alle K ∈ NP, also ist L´ NP-
hart. "

Um nachzuweisen, dass ein bestimmtes Problem L NP-vollständig ist, muss man
also zum einen zeigen, dass es in der Klasse NP ist und zum anderen, dass sich je-
des Problem in NP polynomiell auf L reduzieren lässt. Der erste Teil dieser Aufgabe
ist meist einfach zu lösen, indem man einen polynomiellen Algorithmus angibt, der
den von einem Orakel präsentierten Lösungskandidaten prüft. Der zweite Teil er-
scheint jedoch vergleichsweise extrem schwierig, denn man kennt ja gar nicht alle
konkreten Probleme in NP, sondern nur ihre gemeinsame Eigenschaft, dass sie von
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Ist L1 ≤p L2 und ist L2 ∈ P (bzw. NP), so ist auch L1 ∈ P (bzw. NP).

Die Relation ≤p, ist offensichtlich transitiv, das heißt, aus L1 ≤p L2 und L2 ≤p L3
folgt L1 ≤p L3.

Im Folgenden definieren wir die Klasse der NP-vollständigen Probleme als die Klas-
se der schwierigsten Probleme in NP.

Definition 7.6: NP-Vollständigkeit

Eine Sprache L heißt NP-hart, falls L´ ≤p L für jedes L´ ∈ NP gilt.

Eine Sprache L heißt NP-vollständig, falls L ∈ NP und L NP-hart ist.

Ein Problem L ist NP-vollständig, falls es in NP ist und falls sich jedes Problem in
NP auf L reduzieren lässt. Könnte man also für ein einziges NP-vollständiges Pro-
blem einen polynomiellen Algorithmus finden, so wäre wegen der Eigenschaft der
polynomiellen Reduzierbarkeit jedes Problem in NP in polynomieller Zeit lösbar,
mithin wäre also P = NP. Um zu beweisen, dass P = NP ist, reicht es also, für irgend-
ein NP-vollständiges Problem einen polynomiellen Algorithmus zu finden. Umge-
kehrt reicht es natürlich auch aus, von einem einzigen Problem in NP zu zeigen,
dass es nicht polynomiell lösbar ist, um die Behauptung P = NP zu widerlegen. In
diesem Fall kann überhaupt kein NP-vollständiges Problem in P liegen. Entweder
sind also alle NP-vollständigen Probleme polynomiell lösbar (und in diesem Falle
gilt P = NP) oder kein einziges:

Satz 7.4

Sei L NP-vollständig.

a) Falls L ∈ P, so ist P = NP.

b) Falls L ∉ P, so ist L´ ∉ P für jedes NP-vollständige Problem L´.

c) Ist L ≤p L´, so ist L´ NP-hart.

Beweis: Wir brauchen nur noch Teil c) zu beweisen. Da L NP-vollständig ist, gilt K
≤p L für alle K ∈ NP. Aus L ≤p L´ folgt K ≤p L ≤p L´ für alle K ∈ NP, also ist L´ NP-
hart. "

Um nachzuweisen, dass ein bestimmtes Problem L NP-vollständig ist, muss man
also zum einen zeigen, dass es in der Klasse NP ist und zum anderen, dass sich je-
des Problem in NP polynomiell auf L reduzieren lässt. Der erste Teil dieser Aufgabe
ist meist einfach zu lösen, indem man einen polynomiellen Algorithmus angibt, der
den von einem Orakel präsentierten Lösungskandidaten prüft. Der zweite Teil er-
scheint jedoch vergleichsweise extrem schwierig, denn man kennt ja gar nicht alle
konkreten Probleme in NP, sondern nur ihre gemeinsame Eigenschaft, dass sie von

Lizensiert für petersen@phil.hhu.de.
© 2007 Carl Hanser Fachbuchverlag. Alle Rechte vorbehalten. Keine unerlaubte Weitergabe oder Vervielfältigung.

- orderid - 16813115 - transid - 16813115_1D -

(Socher, S. 180)

28



7.4 NP-Vollständigkeit

181

einer nichtdeterministischen Turing-Maschine in polynomieller Zeit gelöst werden
können. Kennt man jedoch ein einziges NP-vollständiges Problem X, so kann man
aufgrund von Satz 7.4 c) die NP-Vollständigkeit eines Problems L durch polynomiel-
le Reduktion von X auf L beweisen.

Damit ergibt sich folgendes Schema zum Nachweis der NP-Vollständigkeit eines
Problems L:

1) Gib einen polynomiellen Algorithmus zur Prüfung eines Lösungskandidaten für
L an. Dies zeigt, dass L ∈ NP gilt.

2) Wähle ein geeignetes, als NP-vollständig bekanntes Problem X und finde eine
polynomielle Reduktion von X auf L. Dies zeigt, dass L NP-hart ist.

Mittlerweile gibt es ausführliche Listen bekannter NP-vollständiger Probleme aus
verschiedensten Bereichen der Informatik (siehe z.B. [Aste02]). Damit ist also Teil
2) der Aufgabe einfacher geworden. Das allererste Problem, das als NP-vollständig
nachgewiesen wurde, konnte jedoch nicht mit der Reduktionstechnik bewiesen wer-
den, denn dazu muss ja mindestens ein NP-vollständiges Problem bekannt sein.
Dieser „Urahn“ aller NP-vollständigen Probleme ist das Erfüllbarkeitsproblem der
Aussagenlogik (SAT), das 1971 von Cook in seiner berühmt gewordenen Arbeit
[Aste02] als NP-vollständig bewiesen wurde. Dieses Resultat gilt als eines der wich-
tigsten Ergebnisse der theoretischen Informatik.

Der Satz von Cook

Satz 7.5 Satz von Cook

Das Erfüllbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT) ist NP-vollständig.

Die Aussage dieses Satzes enthält zwei Teile: Zum einen besagt er, dass SAT in NP
ist, und zum zweiten, dass sich jedes Problem in NP in polynomieller Zeit auf SAT

reduzieren lässt. Die Erfüllbarkeit einer gegebenen aussagenlogischen Klauselmen-
ge C in konjunktiver Normalform lässt sich folgendermaßen überprüfen: Ein Orakel
rät eine Belegung der in C vorkommenden aussagenlogischen Variablen. Dann ist
es in polynomieller Zeit möglich zu prüfen, ob diese Belegung die Klauselmenge C
erfüllt. Dies zeigt, dass SAT in NP ist.

Die Tatsache, dass sich jedes beliebige NP-Problem L auf SAT reduzieren lässt, ist
jedoch sehr viel schwieriger zu beweisen. Das einzige, was man von L weiß, ist die
Tatsache, dass eine nichtdeterministische Turing-Maschine ML zu einem Eingabe-
wort w in polynomieller Zeit entscheiden kann, ob w ∈ L gilt oder nicht. Die Beweis-
idee besteht darin, eine Klauselmenge C(L,w) zu konstruieren, die die Arbeitsweise
von ML beschreibt, und die in polynomieller Zeit aus w konstruierbar ist. Die For-
mel ist genau dann wahr, wenn ML das Eingabewort w akzeptiert, das heißt, wenn
w ∈ L gilt. Diese Konstruktion ist sehr ausführlich in [Aste02], [Aste02] und
[Aste02] beschrieben.
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Der Satz von Cook dient als Ausgangspunkt, um die NP-Vollständigkeit wichtiger
anwendungsorientierter Probleme zu beweisen.

Weitere NP-vollständige Probleme

3-SAT

Zunächst beweisen wir, dass bereits der Spezialfall von SAT, in dem die Klauseln ge-
nau drei Literale enthalten, NP-vollständig ist. Dieses Resultat ist technischer Art,
denn es erleichtert die polynomielle Reduktion auf andere Probleme.

Das Problem 3-SAT lautet: Gegeben ist eine Menge C von Dreierklauseln. Eine Drei-
erklausel ist eine Klausel die genau drei Literale enthält. Gefragt ist, ob C erfüllbar
ist.

Satz 7.6

Das Problem 3-SAT ist NP-vollständig.

Beweis: Zunächst ist klar, dass 3-SAT in NP ist, denn SAT ist in NP. Wir zeigen nun
durch Reduktion von SAT auf 3-SAT, dass 3-SAT NP-hart ist. Dazu geben wir eine
Transformation von SAT nach 3-SAT an, die jede Klauselmenge M in eine logisch
äquivalente Menge M´ von Dreierklauseln transformiert.

Besteht die Klausel C aus nur einem Literal u, so ersetzen wir C durch die äquiva-
lente Klausel C´ = u ∨ u ∨ u.

Hat die Klausel C die Form u ∨ v, so ersetzen wir C durch die äquivalente Klausel
C´ = u ∨ v ∨ v.

Klauseln mit drei Literalen werden unverändert übernommen.

Hat die Klausel C mehr als drei Literale, so spalten wir sie in mehrere Klauseln auf.
Dies soll nur an einem Beispiel demonstriert werden. Sei etwa C = u1 ∨ u2 ∨ u3 ∨ u4
∨ u5 ∨ u6. Wir ersetzen C durch die folgenden Klauseln:

Dabei sind w1,…,w3 neue Aussagevariablen. Gibt es eine Interpretation I, die C er-
füllt, dann muss eines der Literale von C den Wert 1 haben. Wir erweitern I zu einer
Interpretation I´, die auch die Variablen wi belegt.

C1 u1 u2 w1∨ ∨=

C2 w1 u3 w2∨ ∨=

C3 w2 u4 w3∨ ∨=

C4 w3 u5 u6∨ ∨=
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Sei I(uk) = 1 für ein k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Wir setzen I´(wi) = 0 für alle wi mit i ≥ k–1
und I´(wj) = 1 für alle wi mit i < k–1. Dann lässt sich leicht nachrechnen, dass alle
Klauseln Ck, k = 1,…,4 erfüllt sind.

Gibt es umgekehrt eine Interpretation I, die die Klauseln C1 bis C4 erfüllt, dann gibt
es folgende Möglichkeiten: Sei i > 1 der kleinste Index, sodass I(wi) = 0 ist.

" Ist I(w1) = 1 für alle i = 1, 2, 3, so ist I(u5) = 1 oder I(u6) = 1.

" Ist i > 1, so ist I(ui+1) = 1.

" Ist i = 1, so ist I(u1) = 1 oder I(u2) = 1

In jedem der drei Fälle hat eines der Literale von C den Wert 1, also wird C von I er-
füllt.

Die angegebene Transformation ist sicherlich in polynomieller Zeit durchführbar,
stellt also eine polynomielle Reduktion von SAT auf 3-SAT dar.

Clique

Satz 7.7

Das Problem CLIQUE ist NP-vollständig.

In Satz 7.3 haben wir bereits gesehen, dass CLIQUE in NP liegt. Wir zeigen durch
Reduktion von 3-SAT auf CLIQUE, dass CLIQUE NP-hart ist.

Wir geben dazu eine Transformation an, die jede Dreierklauselmenge C =
{c1,…,cn}, in einen Graphen G = (V, E) transformiert, sodass G genau dann eine Cli-
que der Größe n hat, wenn C erfüllbar ist.

Sei ci = zi1 ∨ zi2 ∨ zi3, für i = 1, …, n. Dann setzen wir V = {vij | i = 1, …, n; j =
1, 2, 3}. Wir ziehen eine Kante zwischen zwei Knoten vij und vkl genau dann, wenn

" die Knoten zu verschiedenen Klauseln gehören (i ≠ k) und

" die Literale gleichzeitig erfüllbar sind .

Ist die Klauselmenge C erfüllbar, so ist in jeder Klausel ci ein Literal zi,ji erfüllt. Im
Graphen G bilden dann die entsprechenden Knoten vi,ji, i = 1, …, n eine Clique,
denn für jedes Paar (vi,ji, vk,jk) mit i ≠ k gilt: vi,ji, vk,jk gehören zu verschiedenen
Klauseln und sind beide erfüllt.

Enthält G umgekehrt eine Clique der Größe n, so müssen die Knoten dieser Clique
Literale aus verschiedenen Klauseln repräsentieren, da Knoten derselben Klausel
nicht verbunden sind. Außerdem ist es möglich, alle Literale gleichzeitig zu erfüllen.
Also ist die Klauselmenge C erfüllbar.

Wir betrachten dazu zwei Beispiele:

zij zkl≠

C1 a b∨ a b∨ a b∨, ,{ }=
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Zur Vereinfachung der Darstellung lassen wir auch Klauseln mit weniger als drei
Literalen zu, was am Prinzip der Transformation nichts ändert. Die folgende Abbil-
dung zeigt die zu C1 und C2 gehörenden Graphen G1 bzw. G2.

Die Klauselmenge C1 ist erfüllbar vermittels der Interpretation I mit I(a) = I(b) = 1,
während C2 nicht erfüllbar ist. G1 enthält eine Clique der Größe drei, G2 jedoch
nicht.

Das Knotenüberdeckungsproblem (Vertex Covering, VC)

Eine Knotenüberdeckung in einem Graphen G ist eine Teilmenge U der Knoten mit
der Eigenschaft, dass jede Kante in E mit mindestens einem Knoten aus U inzident
ist. Das Knotenüberdeckungsproblem lautet: Gegeben sei ein Graph G und eine
Zahl K. Gibt es in G eine Knotenüberdeckung mit höchstens K Knoten?

Satz 7.8

Das Problem VC ist NP-vollständig.

Beweis: In Aufgabe 7.3 soll gezeigt werden, dass VC in NP liegt. Wir zeigen wieder-
um durch Reduktion von 3-SAT auf VC, dass VC NP-hart ist. Wir geben dazu eine
Transformation an, die jede Dreierklauselmenge C = {C1,…, Cn} über den Varia-
blen {x1,…, xm} in einen Graphen G = (V, E) transformiert, sodass G genau dann
eine Knotenüberdeckung der Größe K = m + 2n hat, wenn C erfüllbar ist.

Wir definieren für k = 1,…, m jeweils zwei Knoten uk und vk, welche xk bzw. xk ent-
sprechen. Sei ferner Ci = zi1 ∨ zi2 ∨ zi3, für i = 1, …, n. Wir definieren Knoten wij für
i = 1,…, n und j = 1, 2, 3. Nun setzen wir

V = {uk |k = 1,…, m} ∪ {vk |k = 1,…, m} ∪ {wij | i = 1,…, n; j = 1,2,3}.

Wir ziehen nun folgende Kanten:

" eine Kante {uk, vk} für k = 1, …, m. Damit erhalten wir jeweils einen vollständi-
gen Teilgraphen Vk.

C2 a b∨ a b∨ b, ,{ }=

a

G1 G2 Abbildung 7.5: Reduktion von 3-SAT auf CLIQUE

a
b

b
b

a

a

a
b

b
b

Lizensiert für petersen@phil.hhu.de.
© 2007 Carl Hanser Fachbuchverlag. Alle Rechte vorbehalten. Keine unerlaubte Weitergabe oder Vervielfältigung.

- orderid - 16813115 - transid - 16813115_1D -

(Socher, S. 184)

Mögliche Klausuraufgaben zu Kapitel 6:
• Multiple-Choice Questions zu Aussagen über Komplexität.

• Bestimmung der Komplexitätsklasse für sehr einfache Algorithmen.
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8.2 Partitionen

Gegenstände oder Personen werden oft in Klassen eingeteilt, z.B. Schülerinnen und
Schüler in Schulklassen, Lebewesen in Arten, Bücher nach Literaturgattung usw.
Dies geschieht so, dass jedes Objekt zu genau einer Klasse gehört. Jede Klasse ist
dabei eine Teilmenge der zugrunde liegenden Gesamtmenge. Formal ist eine Klas-
seneinteilung oder Partition einer Menge M folgendermaßen definiert:

Definition 8.1: Partition

Eine Partition einer Menge M ist eine Menge {K1,…,Kn} mit Ki ⊆ M für i = 1,…,n
mit folgender Eigenschaft: Für jedes x ∈ M gibt es genau ein Ki mit x ∈ Ki.

Offenbar hat eine Partition {K1,…,Kn} folgende Eigenschaften:

a) K1 ∪ … ∪ Kn = M, denn für jedes x ∈ M gibt es mindestens ein Ki mit x ∈ Ki.

b) Ki ∩ Kj = Ø für i ≠ j, denn für jedes x ∈ M gibt es höchstens ein Ki mit x ∈ Ki.
Man sagt auch: Die Klassen bilden eine disjunkte Überdeckung der Menge M. Bei-
spielsweise bilden die beiden Mengen G = {x ∈ | x ist gerade} und U = {x ∈ | x
ist ungerade} eine Partition der Menge , denn jede ganze Zahl ist entweder gerade
oder ungerade.

8.3 Relationen

Im Kontext dieses Buches sind vor allem zweistellige Relationen wichtig. Eine zwei-
stellige Relation R auf einer Grundmenge M ist eine Menge von Paaren (x, y) von
Elementen aus M, formal ist also R ⊆ M × M. Man schreibt die Beziehung (x, y) ∈ R
meist in der Form x R y, etwa x ≤ y anstatt (x, y) ∈ ≤.

Beispiel 8.2:

a) Gegeben sei eine Menge P von Personen. Die Beziehung „ist verwandt mit“ ist
eine Relation auf P. Zwei Personen sind entweder verwandt oder nicht verwandt.
Ebenso sind alle konkreten Verwandtschaftsbeziehungen Relationen, etwa „ist
Mutter von“ usw.

b) Gegeben sei die Menge . Die Vergleichsoperatoren <, >, ≤, ≥, =, ≠ sind Relatio-
nen auf .

c) Die Übergangsrelation → auf der Menge der Konfigurationen eines endlichen
Automaten A (Definition 2.2) ist, wie der Name schon sagt, eine Relation. "
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Definition 8.2: Reflexivität, Symmetrie, Transitivität

Gegeben sei eine Relation R auf der Grundmenge M.

a) R heißt reflexiv, falls x R x für alle x ∈ M gilt.

b) R heißt symmetrisch, falls für alle x, y ∈ M aus x R y stets y R x folgt.

c) R heißt transitiv, falls für alle x, y, z ∈ M aus x R y und y R z stets x R z folgt.

Beispiel 8.3:

a) Die Relation < auf der Grundmenge  ist transitiv, denn aus x < y und y < z folgt
x < z. Sie ist jedoch nicht reflexiv und nicht symmetrisch.

b) Die Relation ≤ auf der Grundmenge  ist reflexiv und transitiv, aber nicht sym-
metrisch.

c) Die Relation ≠ ist symmetrisch, denn aus x ≠ y folgt y ≠ x. Sie ist nicht reflexiv,
da x ≠ x nicht gilt. Sie ist nicht transitiv, denn aus x ≠ y und y ≠ z folgt nicht
unbedingt x ≠ z (es könnte x = z sein).

d) Die Relation = ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. "

Definition 8.3: Äquivalenzrelation

Eine Äquivalenzrelation ist eine reflexive, symmetrische und transitive Relation.

Beispiel 8.4: Äquivalenzrelationen

a) Die Gleichheitsrelation = (auf einer beliebigen Grundmenge) ist eine Äquivalenz-
relation.

b) Gegeben sei ein Alphabet Σ. Die Relation ≡ auf der Menge Σ* sei definiert
durch:

w ≡ v gdw. |w| = |v|.

Die Relation ≡ ist eine Äquivalenzrelation, denn:

(i) |w| = |w| für alle w ∈ Σ*.

(ii) Aus |w| = |v| folgt |v| = |w| für alle v, w ∈ Σ*.

(iii) Aus |w| = |v| und |v| = |u| folgt |w| = |u| für alle v, w, u ∈ Σ*.

c) Gegeben sei ein Alphabet Σ. Die Relation ≡ auf der Menge der DEAs über Σ ist
definiert durch

A1 ≡ A2 gdw. L (A1) = L (A2) (siehe Definition 2.4).

Die Relation ≡ ist eine Äquivalenzrelation, denn

(i) L (A) = L (A),

(ii) Aus L (A1) = L (A2) folgt L (A2) = L (A1),
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Definition 8.2: Reflexivität, Symmetrie, Transitivität
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b) R heißt symmetrisch, falls für alle x, y ∈ M aus x R y stets y R x folgt.

c) R heißt transitiv, falls für alle x, y, z ∈ M aus x R y und y R z stets x R z folgt.

Beispiel 8.3:

a) Die Relation < auf der Grundmenge  ist transitiv, denn aus x < y und y < z folgt
x < z. Sie ist jedoch nicht reflexiv und nicht symmetrisch.

b) Die Relation ≤ auf der Grundmenge  ist reflexiv und transitiv, aber nicht sym-
metrisch.

c) Die Relation ≠ ist symmetrisch, denn aus x ≠ y folgt y ≠ x. Sie ist nicht reflexiv,
da x ≠ x nicht gilt. Sie ist nicht transitiv, denn aus x ≠ y und y ≠ z folgt nicht
unbedingt x ≠ z (es könnte x = z sein).

d) Die Relation = ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. "

Definition 8.3: Äquivalenzrelation

Eine Äquivalenzrelation ist eine reflexive, symmetrische und transitive Relation.

Beispiel 8.4: Äquivalenzrelationen

a) Die Gleichheitsrelation = (auf einer beliebigen Grundmenge) ist eine Äquivalenz-
relation.

b) Gegeben sei ein Alphabet Σ. Die Relation ≡ auf der Menge Σ* sei definiert
durch:

w ≡ v gdw. |w| = |v|.

Die Relation ≡ ist eine Äquivalenzrelation, denn:

(i) |w| = |w| für alle w ∈ Σ*.

(ii) Aus |w| = |v| folgt |v| = |w| für alle v, w ∈ Σ*.

(iii) Aus |w| = |v| und |v| = |u| folgt |w| = |u| für alle v, w, u ∈ Σ*.

c) Gegeben sei ein Alphabet Σ. Die Relation ≡ auf der Menge der DEAs über Σ ist
definiert durch

A1 ≡ A2 gdw. L (A1) = L (A2) (siehe Definition 2.4).

Die Relation ≡ ist eine Äquivalenzrelation, denn

(i) L (A) = L (A),

(ii) Aus L (A1) = L (A2) folgt L (A2) = L (A1),
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(iii) Aus L (A1) = L (A2) und L (A2) = L (A3) folgt L (A1) = L (A3). "

In den Beispielen b) und c) ergibt sich die Eigenschaft der Äquivalenzrelation direkt
daraus, dass die Relation = eine Äquivalenzrelation ist. Allgemein gilt:

Satz 8.1

Seien M und N Mengen und sei f eine Abbildung von M in N. Dann ist die Relation
≡f auf M, die definiert ist durch: m1 ≡f m2, falls f(m1) = f(m2), eine Äquivalenzrelati-
on.

In diesem Buch finden sich viele weitere Beispiele für Äquivalenzrelationen, die auf
diese Weise gebildet werden, etwa die Äquivalenz regulärer Ausdrücke, die definiert
ist durch r1 ≡ r2 , wenn L (r1) = L (r2) (siehe Definition 3.1) oder die Äquivalenz von
Zuständen eines DEA A, die definiert ist durch z ≡ z´, falls L (A, z) = L (A, z´) (siehe
Definition 2.9).

Ist R eine Äquivalenzrelation auf M und x ∈ M, so ist die Äquivalenzklasse [x]R von
x bezüglich R definiert durch

[x]R = {y ∈ M | yRx}.

Ist die Relation R klar, so lassen wir den Index R weg.

Beispiel 8.5: Äquivalenzklassen

a) Sei Σ = {0, 1} und sei die Relation ≡ auf der Menge Σ* definiert wie in Beispiel
8.4b). Ist w = 010, so ist [w] die Menge aller Wörter der Länge 3.

b) Sei Σ = {0, 1} und sei ≡ die Äquivalenz regulärer Ausdrücke über Σ. Ist r =
0(1+0)*, so ist [r] die Menge aller regulären Ausdrücke über Σ, die die Sprache
L = {0w |w ∈ Σ*} beschreiben.

Offenbar bildet in Beispiel 8.5 a) und b) die Äquivalenzklassen eine Partion der
Grundmenge, denn a) jedes Wort hat genau eine Länge und b) jeder reguläre Aus-
druck hat genau eine zugehörige Sprache. Allgemein gilt:

Satz 8.2

Ist R eine Äquivalenzrelation auf der Menge M, so bildet die Menge der Äquivalenz-
klassen von R eine Partition von M.

Beweis: Ist x ∈ M, so gilt x ∈ [x] wegen der Reflexivität von R. Das heißt, jedes Ele-
ment gehört zu mindestens einer Äquivalenzklasse.

Sei [y] eine weitere Äquivalenzklasse mit x ∈ [y], d.h. xRy. Aus der Symmetrie von R
folgt yRx. Für jedes z ∈ M gilt nun: Ist z ∈ [x], so folgt zRx und aus xRy zusammen
mit der Transitivität von R folgt zRy, also z ∈ [y]. Ist umgekehrt z ∈ [y], so folgt mit
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(iii) Aus L (A1) = L (A2) und L (A2) = L (A3) folgt L (A1) = L (A3). "
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≡f auf M, die definiert ist durch: m1 ≡f m2, falls f(m1) = f(m2), eine Äquivalenzrelati-
on.

In diesem Buch finden sich viele weitere Beispiele für Äquivalenzrelationen, die auf
diese Weise gebildet werden, etwa die Äquivalenz regulärer Ausdrücke, die definiert
ist durch r1 ≡ r2 , wenn L (r1) = L (r2) (siehe Definition 3.1) oder die Äquivalenz von
Zuständen eines DEA A, die definiert ist durch z ≡ z´, falls L (A, z) = L (A, z´) (siehe
Definition 2.9).

Ist R eine Äquivalenzrelation auf M und x ∈ M, so ist die Äquivalenzklasse [x]R von
x bezüglich R definiert durch

[x]R = {y ∈ M | yRx}.

Ist die Relation R klar, so lassen wir den Index R weg.

Beispiel 8.5: Äquivalenzklassen

a) Sei Σ = {0, 1} und sei die Relation ≡ auf der Menge Σ* definiert wie in Beispiel
8.4b). Ist w = 010, so ist [w] die Menge aller Wörter der Länge 3.

b) Sei Σ = {0, 1} und sei ≡ die Äquivalenz regulärer Ausdrücke über Σ. Ist r =
0(1+0)*, so ist [r] die Menge aller regulären Ausdrücke über Σ, die die Sprache
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Grundmenge, denn a) jedes Wort hat genau eine Länge und b) jeder reguläre Aus-
druck hat genau eine zugehörige Sprache. Allgemein gilt:
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Ist R eine Äquivalenzrelation auf der Menge M, so bildet die Menge der Äquivalenz-
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Beweis: Ist x ∈ M, so gilt x ∈ [x] wegen der Reflexivität von R. Das heißt, jedes Ele-
ment gehört zu mindestens einer Äquivalenzklasse.

Sei [y] eine weitere Äquivalenzklasse mit x ∈ [y], d.h. xRy. Aus der Symmetrie von R
folgt yRx. Für jedes z ∈ M gilt nun: Ist z ∈ [x], so folgt zRx und aus xRy zusammen
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entsprechender Argumentation z ∈ [x]. Damit ist gezeigt, dass [x] = [y] gilt. Das
heißt, jedes x ∈ M gehört zu genau einer Äquivalenzklasse, nämlich [x]. "

Umgekehrt gilt auch:

Satz 8.3

Sei {K1,…,Kn} eine Partition von M und sei die Relation R auf M definiert durch
xRy, falls sich x und y in der derselben Klasse befinden. Dann ist R eine Äquivalenz-
relation.

Beweis: Wir definieren eine Abbildung f : M → {K1,…,Kn}, indem wir jedem x ∈ M
die eindeutig bestimmte Klasse von x zuordnen, also f(x) = [x]. Dann xRy genau dann
wenn f(x) = f(y) gilt. Nach Satz 8.1 ist R eine Äquivalenzrelation. "

Sind R1 und R2 zweistellige Relationen auf M, so definieren wir die Komposition
R1.R2 durch

R1.R2 = {(x, y) |es gibt ein z ∈ M mit x R1 z und z R2 y}.

Beispiel 8.6: Komposition von Relationen

Sei K die Relation „ist Kind von“ auf der Menge {Anna, Lena, Philipp, Michael}.
Dann gilt (Lena, Philipp) ∈ K.K, wenn es eine Person z gibt, so dass Lena Kind von
z ist und z wiederum Kind von Philipp. Mit anderen Worten: Lena ist Enkelkind von
Philipp. Die Relation K.K bezeichnet also die Relation „ist Enkel von“ (man spricht
auch von Kindeskind). Entsprechend bezeichnet K.K .K die Relation „ist Urenkel
von“. "

Ist R eine Relation, so ist Rn definiert als die n-fache Komposition von R mit sich
selbst, also

R0 = {(x, x) | x ∈ M}

Rn = R . Rn–1, falls n > 0.

Im obigen Beispiel wäre die Relation Kn die Relation „ist Urur…urenkel von“ ((n–2)-
mal „ur“).

Die transitive Hülle R+ und die reflexive transitive Hülle R* der Relation R sind de-
finiert durch

und

Im obigen Beispiel könnte man die Relation K+ beschreiben durch: „Ist Nachfahre
von“, nämlich Kind oder Kindeskind oder Urenkel oder … usw.

R+ Rn

n 1≥
∪= R∗ Rn

n 0≥
∪=
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8.4 Graphen

Definition 8.4: Graph

Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V, deren Elemente Knoten
(engl. vertices) genannt werden, und einer Menge E von Mengen {u, v} mit u, v ∈ V
und u ≠ v, die Kanten (engl. edges) genannt werden.

Ist e = {u, v} eine Kante zwischen u und v, so sagt man auch, e ist inzident mit u
und v oder u und v sind adjazent (benachbart).

Beispiel 8.8:

Ein Beispiel für einen Graphen ist gegeben
durch G = (V, E) mit V = {a, b, c, d, e} und E
= {{a, b}, {a, d}, {a, e}, {b, c}, {b, d}, {b, e},
{c, d}, {d, e}}. Die nebenstehende Abbildung
zeigt zwei Diagramme, welche beide den Gra-
phen G darstellen. "

Es gibt zwei gebräuchliche Computerdarstellungen für Graphen: die Adjazenzma-
trix und die Adjazenzliste. Es kann sowohl vom konkreten Graphen als auch von der
Aufgabenstellung abhängen, welche Darstellung geeigneter ist.

Die Adjazenzmatrix für den Graphen G = (V, E) mit V = {v1,…,vn} ist eine n×n-Ma-
trix, die an der Stelle (i, j) eine Eins enthält, wenn die Knoten vi und vj adjazent (al-
so durch eine Kante verbunden) sind, und sonst eine Null. Die Adjazenzmatrix eines
Graphen ist stets symmetrisch und hat in der Diagonalen nur Nullen.

Die Adjazenzliste für den Graphen G = (V, E) ordnet jedem Knoten v die Liste der zu
ihm adjazenten Knoten zu.

Ein Graph heißt vollständig, wenn jedes Paar verschiedener Knoten adjazent ist.
Die Matrix eines vollständigen Graphen hat in der Diagonalen Nullen, sonst überall
Einsen.

Tabelle 8.2: Adjazenzmatrix (links) und Adjazenzliste (rechts) für Beispiel 8.8

a b c d e a b c d e
a 0 1 0 1 1 b a b a a
b 1 0 1 1 1 d c d b b
c 0 1 0 1 0 e d c d
d 1 1 1 0 1 e e
e 1 1 0 1 0

a

b

c

d

e

b

c

d

e
a
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Errata S. 223: Das Literaturverzeichnis ist eine Katastrophe und zeugt von einem fehlenden Lektorat.
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