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Einleitung

Die lineare Algebra beschäftigt sich mit
Vektorräumen
linearen Abbildungen zwischen Vektorräumen
linearen Gleichungssystemen
Matrizen
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Gruppen (Wiederholung)

Eine Gruppe G = (G ,⊗) ist eine algebraische Struktur mit:
G1 ⊗ ist assoziativ
G2 G enthält ein neutrales Element
G3 jedes Element aus G hat ein inverses Element in G .
G heißt abelsche Gruppe, wenn die Verknüpfung ⊗ kommutativ ist.
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Körper

Ein Körper K = (K ,+, ·) ist eine algebraische Struktur mit zwei
Verknüpfungen + : K × K → K (Addition) und · : K × K → K
(Multiplikation):
K1 (K ,+) ist eine abelsche Gruppe.

Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet und das
zu a inverse Element mit −a.

K2 Die Multiplikation lässt sich auf K \ {0} beschränken (für
a, b ∈ K \ {0} gilt a · b ∈ K \ {0}), und K \ {0} zusammen mit
der Multiplikation bildet eine abelsche Gruppe.
Das neutrale Element der Multiplikation wird mit 1 bezeichnet
und das zu a ∈ K \ {0} inverse Element mit a−1.

K3 Es gelten die folgenden Distributivgesetze:
a · (b + c) = (a · b) + (a · c) und (a + b) · c = (a · c) + (b · c).
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Körper: Anmerkungen und Beispiele

Statt a · b schreibt man zumeist ab.
Per Konvention bindet die Multiplikation stärker als die Addition,
es gilt also
(ab) + c = ab + c.
Statt a + (−b) schreibt man zumeist a − b.
Es gelten folgende Zusammenhänge (versuchen sie die Aussagen
zu beweisen):

0 · a = a · 0 = 0 für alle a ∈ K .
Ist ab = 0 so gilt a = 0 oder b = 0.
Für alle a, b ∈ K gilt a(−b) = (−a)b = −(ab). Außerdem gilt
(−a)(−b) = ab.

Beispiele:
(Q,+, ·) ist ein Körper.
(R,+, ·) ist ein Körper.
Aber (Z,+, ·) ist kein Körper.
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Beweise einiger Eigenschaften von Körpern
Sei (K ,+, ·) ein Körper.

Aussage: 0 · a = a · 0 = 0 für alle a ∈ K
Beweis: 0 · a = (0 + 0) · a (neutrales Element der Addition)
= 0 · a + 0 · a (Distributivgesetz)
Also: 0 · a = 0 · a + 0 · a. Daraus folgt, dass 0 · a das neutrale Element der
Addition ist, also 0. Der Beweis, dass a · 0 = 0 erfolgt analog.2
Aussage: Ist ab = 0 so gilt a = 0 oder b = 0.
Beweis durch Fallunterscheidung: 1. Fall: Wenn a = 0 und a · b = 0 dann
folgt die Aussage direkt. 2. Fall: Wenn a 6= 0 und a · b = 0, dann gilt
b = 1 · b = (a−1 · a) · b = a−1 · (a · b) = a−1 · 0 = 0. 2

Aussage: Für alle a, b ∈ K gilt a(−b) = (−a)b = −(ab)
Beweis: ab + (−a)b = (a− a)b = 0b = 0 ((−a)b ist inverses Element von ab)
ab + a(−b) = a(b − b) = a · 0 = 0. Daraus folgt a(−b) = (−a)b = −(ab).2
Aussage: (−a)(−b) = ab
Beweis:
0 = −ab − (−ab) = −ab − (−a)b = −ab + (−a)(−b) = (−a)(−b)− ab = 0
(−ab ist das inverse Element von (−a)(−b)).2
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Vektorraum

Sei K ein Körper. Ein K -Vektorraum ist ein Tripel (V ,+, ·) bestehend
aus einer Menge V
einer Verknüpfung + : V × V → V (Vektoraddition) und einer
einer Verknüpfung · : K × V → V (skalare Multiplikation)

So dass folgendes gilt:
V1 (V ,+) ist eine kommutative Gruppe (auch abelsche Gruppe).

Das neutrale Element 0 heißt Nullvektor und das zu v ∈ V
inverse Element −v heißt der zu v negative Vektor

V2 für alle v ,w ∈ V und λ, µ ∈ K gilt:
(λ+ µ) · v = (λ · v) + (µ · v)
λ · (v + w) = (λ · v) + (λ · w)
(λµ) · v = λ · (µ · v)
1 · v = v .

Die Elemente von V nennt man Vektoren, die von K Skalare.
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Vektorraum: Anmerkungen

Statt λ · v mit λ ∈ K und v ∈ V schreibt man zumeist λv
Per Konvention bindet die skalare Multiplikation stärker als die
Addition in V und die Addition in K , also
λv + w = (λv) + w
In jedem K-Vektorraum gilt:

0 · v = 0 für alle v ∈ V
λ · 0 = 0 für alle λ ∈ K
Wenn λ ∈ K und v ∈ V und λv = 0, dann gilt λ = 0 oder v = 0.
(−1) · v = −v für alle v ∈ V .

Können sie diese Aussagen beweisen?
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Beweise einiger Eigenschaften von K-Vektorräumen

Sei (V ,+, ·) ein K -Vektorraum.
Aussage: 0 · v = 0 für alle v ∈ V
Beweis: es gilt 0 · v = (0 + 0) · v = 0 · v + 0 · v und 0 · v + 0 = 0 · v . Daraus
folgt 0 · v = 0. 2

Aussage: λ · 0 = 0 für alle λ ∈ K
Beweis: es gilt λ · 0 = λ · (0 + 0) = λ · 0 + λ · 0 und λ · 0 + 0 = λ · 0. Daraus
folgt λ · 0 = 0. 2

Aussage: Wenn λ ∈ K und v ∈ V und λ · v = 0, dann gilt λ = 0 oder v = 0.
Beweis durch Fallunterscheidung: 1. Fall: Wenn λ = 0 und λ · v = 0 dann
folgt die Aussage direkt. 2. Fall: Wenn λ 6= 0 und λ · v = 0, dann gilt
v = 1 · v = (λ−1λ) · v = λ−1(λ · v) = λ−1 · 0 = 0. 2

Aussage: (−1) · v = −v für alle v ∈ V .
Beweis: aus v + (−1) · v = 1 · v + (−1) · v = (1− 1) · v = 0 · v = 0 folgt
(−1) · v = −v . 2
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Vektorraum Beispiel: Vektorraum der Funktionen

Setzt man K = R und V = {f | f ist eine Funktion mit f : R→ R},
dann bildet (V ,+, ·) einen R-Vektorraum mit

Vektoraddition V × V → V :
(f + g) : R→ R mit (f + g)(x) = f (x) + g(x)
skalare Multiplikation R× V → V :
(λ · f ) : R→ R mit (λ · f )(x) = λf (x)
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Vektorraum Beispiel: Koordinatenraum oder Raum
der geordneten n-Tupel

Ist K ein Körper und n ∈ N, so bildet das n-fache kartesische Produkt
Kn = {(x1, . . . , xn) | x1, . . . , xn ∈ K} die Menge aller n-Tupel
(x1, . . . , xn) mit Komponenten aus K . (Kn,+, ·) bildet einen
K -Vektorraum mit

Vektoraddition + : Kn × Kn → Kn definiert durch

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

und skalare Multiplikation · : K × Kn → Kn definiert durch

a · (x1, . . . , xn) = (a · x1, . . . , a · xn)

Der Vektorraum (Kn,+, ·) wird auch als Koordinatenraum der
Dimension n oder als Raum der geordneten n-Tupel bezeichnet.

Wiebke Petersen math. Grundlagen 11



Körper Vektorräume Matrizen Distributionelle Semantik

Vektoren in Koordinatenräumen
Koordinatenvektoren notiert man häufig als Spaltenvektoren. Für das
Tupel (x1, . . . xn) schreibt man dannx1

...
xn


Für die Vektoraddition gilt dann:x1

...
xn

+

y1
...

yn

 =

x1 + y1
...

xn + yn


und für die skalare Multiplikation gilt

a ·

x1
...

xn

 =

a · x1
...

a · xn


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Geometrische Interpretation von Vektoren in
Koordinatenräumen

Vektoraddition: Skalare Multiplikation:

x

y

−1 0 1 2 3 4

−3

−2

−1

0

1

a

b
a + b

x

y

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

a

3a

Wiebke Petersen math. Grundlagen 13



Körper Vektorräume Matrizen Distributionelle Semantik

Skalarprodukt in Rn

Für v = (v1, . . . vn) und w = (w1, . . .wn) mit v ,w ∈ Rn ist das
Skalarprodukt 〈v ,w〉 definiert als

〈v ,w〉 = v1w1 + v2w2 + . . . vnwn.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist ein Skalar:

〈 , 〉 : Rn × Rn → R

Die Länge oder Norm eines Vektors v ∈ Rn ist

‖v‖ =
√
〈v , v〉

Die Distanz zweier Vektoren v ,w ∈ Rn ist

d(v ,w) = ‖w − v‖
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Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und Winkel

Seien v ,w ∈ Rn und θ = ^(v ,w) der Winkel zwischen v und w , dann
gilt

〈v ,w〉 = ‖v‖‖w‖ cos(θ)

Für den Beweis benötigt man den Kosinussatz
(https://de.wikipedia.org/wiki/Kosinussatz): Seien a, b, c die Seiten eines
Winkels und γ der der Seite c gegenüberliegende Winkel, dann gilt

c2 = a2 + b2 − 2ab cos(γ)
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Beweis des Kosinussatzes

Es gilt aufgrund des Satzes des Pythagoras:
h2 = b2 − e2

c2 = h2 + d2

Ferner gilt:
d2 = (a − e)2 = a2 − 2 · a · e + e2

Daraus folgt:
c2 = b2 − e2 + a2 − 2 · a · e + e2 = b2 + a2 + 2 · a · e
Nach der Definition des Kosinus gilt:
cos γ = e

b
e = b · cos γ
Daraus folgt:
c2 = a2 + b2 + 2 · a · b · cos γ2
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Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und Winkel

Seien v und w Vektoren in Rn und ABC ein Dreieck mit den Seitenlängen
a = ||v ||, b = ||w || und c = ||v − w || und dem Winkel θ zwischen v und w . Aus
dem Kosinussatz folgt:

〈v − w , v − w〉 = 〈v , v〉+ 〈w ,w〉 − 2||v || · ||w || · cos θ

Es gilt:

〈v − w , v − w〉 =
n∑

i=1

(vi − wi )2

=
n∑

i=1

v 2
i − 2vi wi + w2

i

=
n∑

i=1

v 2
i − 2

n∑
i=1

vi wi +
n∑

i=1

w2
i

=〈v , v〉 − 2〈v ,w〉+ 〈w ,w〉
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Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und Winkel

Daraus folgt:

〈v , v〉 − 2〈v ,w〉+ 〈w ,w〉 = 〈v , v〉+ 〈w ,w〉 − 2||v || · ||w || · cos θ
−2〈v ,w〉 = −2||v || · ||w || · cos θ
〈v ,w〉 = ||v || · ||w || · cos θ2
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Quiz-Time
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Vektorraum Beispiel: Matrizenraum (1)

Ein rechteckiges Schema
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n

von Elementen aij aus einem Körper K heißt Matrix. Die Elemente aij
heißen Komponenten der Matrix. Man spricht von den Zeilen und
Spalten einer Matrix. Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten heißt
m × n-Matrix (lese: m Kreuz n Matrix).
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Vektorraum Beispiel: Matrizenraum (2)

Sei K ein Körper und m, n ∈ N. Dann ist

Km×n = {(aij)1≤i≤m,1≤j≤n | aij ∈ K}

die Menge der Matrizen der Größe m × n mit Komponenten aus K . Km×n bildet
mit der folgenden Vektoraddition und skalaren Multiplikation einen K -Vektorraum:

Vektor- oder besser Matrizenaddition:
+ : Km×n × Km×n → Km×n mit A + B = (aij) + (bij) = (aij + bij).
Multiplikation mit einem Skalar:
· : K × Km×n → Km×n mit λ · A = λ · (aij) = (λ · aij).

Der Vektorraum (Km×n,+, ·) wird auch der Matrizenraum oder Raum der
Matrizen der Größe m × n über dem Körper K genannt.

Die Vektorraumeigenschaften von (Km×n,+, ·) folgen unmittelbar aus den
Vektorraumeigenschaften von (K n,+, ·). Das neutrale Element der
Matrizenaddition ist die Matrix (aij) mit aij = 0 für alle i , j. Die zu (aij additiv
inverse Matrix ist (−aij).
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Beispiel: Matrizenaddition und Multiplikation mit
Skalar

Sei im folgenden K = R.

(
3 2 4
0 1 −1

)
+
(
1 3 −2
2 0 1

)
=
(
3 + 1 2 + 3 4− 2
0 + 2 1 + 0 −1 + 1

)
=
(
4 5 2
2 1 0

)

3 ·
(
3 2 4
0 1 −1

)
=
(
3 · 3 3 · 2 3 · 4
3 · 0 3 · 1 3 · −1

)
=
(
9 6 12
0 3 −3

)
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Matrizenmultiplikation

Die Matrizenmultiplikation ist die Operation
· : Km×p × Kp×n → Km×n mit A · B = C und

cik =
p∑

j=1
aij · bjk

Beispiel: (
3 2 1
1 0 2

)
·

1 2
0 1
4 0

 =
(
7 8
9 2

)
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transponierte Matrix

Die Transponierte einer m × n-Matrix A = (aij) ist die n ×m-Matrix
AT = (aji). Also

AT =

a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn


T

=

a11 . . . am1
...

...
a1n . . . amn


Es gelten folgende Aussagen:

(A + B)T = AT + BT

(c · A)T = c · AT

(AT )T = A
(A · B)T = BT · AT

Beispiel:
(
1 2 3
4 5 6

)T

=

(1 4
2 5
3 6

)
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Beispiele: Matrizenmultiplikation
Zusammenhang zwischen Skalarprodukt von Vektoren und
Matrizenmultiplikation:

〈12
3

 ,
−10

1

〉 = 2 ∈ K

12
3


T

·

−10
1

 =
(
1 2 3

)
·

−10
1

 =
(
2
)
∈ K 1×1

Multiplikation einer Matrix und eines Vektors1 4
2 5
3 6

 · (21
)

=

 6
9
12


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Matrizen als lineare Abbildungen
Seien V und W Vektorräume. Eine Abbildung f : V →W heißt linear oder ein
Homomorphismus, wenn folgendes gilt:

1 f (x + y) = f (x) + f (y) und
2 f (λx) = λf (x).

Bemerkungen:
Jede Matrix A ∈ Km×n definiert eine lineare Abbildung A : K n → Km mit
x 7→ Ax .
Die Matrizenmultiplikation entspricht der Komposition der linearen
Abbildungen: Sei A ∈ Km×n und B ∈ K r×m, dann ist B ◦ A : K n → K r mit
B ◦ A(x) = (B · A)x .

Beispiel:((
1 2 3
4 5 6

)
·

(
1 4 1 0
2 5 0 1
3 6 2 1

))1
2
2
1

 =
(

14 32 7 5
32 77 16 11

)1
2
2
1

 =
(

97
229

)
(

1 2 3
4 5 6

)
◦

(
1 4 1 0
2 5 0 1
3 6 2 1

)1
2
2
1

 =
(

1 2 3
4 5 6

)((11
13
20

))
=
(

97
229

)
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Matrizen zur Beschreibung linearer
Gleichungssysteme

Ein Gleichungssystem mit n Variablen kann man auch als Matrixproblem
beschreiben:
Beispiel: Das Gleichungssystems
−x + 2y + z = −2
3x − 8y − 2z = 4
x + 4z = −2
lässt sich beschreiben als(−1 2 1

3 −8 −2
1 0 4

)(x
y
z

)
=

(−2
4
−2

)
Zur Lösung solcher Systeme kann z.B. des Gaußsche Eliminationsverfahren
eingesetzt werden.
(Lösung für das Beispiel x = 2, y = 0.5, z = −1).
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Quiz-Time
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Distributionelle Semantik

Die folgenden Folien entstammen dem Foliensatz “Distributional
Semantics” von Marco Baroni und Gemma Boleda zu dem Kurs “CS
388: Natural Language Processing”.
https://www.cs.utexas.edu/~mooney/cs388/slides/
dist-sem-intro-NLP-class-UT.pdf
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The distributional hypothesis

I The meaning of a word is the set of contexts in which it
occurs in texts

I Important aspects of the meaning of a word are a function
of (can be approximated by) the set of contexts in which it
occurs in texts
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The distributional hypothesis in real life
McDonald & Ramscar 2001

He filled the wampimuk, passed it
around and we all drunk some

We found a little, hairy wampimuk
sleeping behind the tree
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The distributional hypothesis, weak and strong
Lenci (2008)

I Weak: a quantitative method for semantic analysis and
lexical resource induction

I Strong: A cognitive hypothesis about the form and origin of
semantic representations
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Advantages of distributional semantics

Distributional semantic models are

I model of inductive learning for word meaning
I radically empirical
I rich
I flexible
I cheap, scalable
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Constructing the models

I Pre-process the source corpus
I Collect a co-occurrence matrix (with distributional vectors

representing words as rows, and contextual elements of
some kind as columns/dimensions)

I Transform the matrix: re-weighting raw frequencies,
dimensionality reduction

I Use resulting matrix to compute word-to-word similarity
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Distributional vectors

I Count how many times each target word occurs in a
certain context

I Build vectors out of (a function of) these context
occurrence counts

I Similar words will have similar vectors
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Collecting context counts for target word dog

The dog barked in the park.
The owner of the dog put him
on the leash since he barked.

bark ++
park +
owner +
leash +
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The co-occurrence matrix

leash walk run owner pet bark
dog 3 5 2 5 3 2
cat 0 3 3 2 3 0
lion 0 3 2 0 1 0
light 0 0 0 0 0 0
bark 1 0 0 2 1 0
car 0 0 1 3 0 0
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What is “context”?

DOC1: The silhouette of the sun beyond a wide-open bay on
the lake; the sun still glitters although evening has arrived in
Kuhmo. It’s midsummer; the living room has its instruments and
other objects in each of its corners.
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What is “context”?
Documents

DOC1: The silhouette of the sun beyond a wide-open bay on
the lake; the sun still glitters although evening has arrived in
Kuhmo. It’s midsummer; the living room has its instruments and
other objects in each of its corners.
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What is “context”?
All words in a wide window

DOC1: The silhouette of the sun beyond a wide-open bay on
the lake; the sun still glitters although evening has arrived in
Kuhmo. It’s midsummer; the living room has its instruments and
other objects in each of its corners.
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What is “context”?
Content words only

DOC1: The silhouette of the sun beyond a wide-open bay on
the lake; the sun still glitters although evening has arrived in
Kuhmo. It’s midsummer; the living room has its instruments and
other objects in each of its corners.
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What is “context”?
Content words in a narrower window

DOC1: The silhouette of the sun beyond a wide-open bay on
the lake; the sun still glitters although evening has arrived in
Kuhmo. It’s midsummer; the living room has its instruments and
other objects in each of its corners.
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What is “context”?
POS-coded content lemmas

DOC1: The silhouette-n of the sun beyond a wide-open-a bay-n
on the lake-n; the sun still glitter-v although evening-n has
arrive-v in Kuhmo. It’s midsummer; the living room has its
instruments and other objects in each of its corners.
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What is “context”?
POS-coded content lemmas filtered by syntactic path to the target

DOC1: The silhouette-n of the sun beyond a wide-open bay on
the lake; the sun still glitter-v although evening has arrived in
Kuhmo. It’s midsummer; the living room has its instruments and
other objects in each of its corners.
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What is “context”?
. . . with the syntactic path encoded as part of the context

DOC1: The silhouette-n_ppdep of the sun beyond a wide-open
bay on the lake; the sun still glitter-v_subj although evening has
arrived in Kuhmo. It’s midsummer; the living room has its
instruments and other objects in each of its corners.
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Contexts as vectors

runs legs
dog 1 4
cat 1 5
car 4 0
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Semantic space
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Semantic similarity as angle between vectors
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Computing the cosine
Example

∑i=n
i=1 ai × bi√∑i=n

i=1 a2 ×
√∑i=n

i=1 b2

runs legs
dog 1 4
cat 1 5
car 4 0

cosine(dog,cat) = (1×1)+(4×5)√
12+42×

√
12+52

= 0.9988681

arc-cosine(0.9988681) = 2.72 degrees

cosine(dog,car) = (1×4)+(4×0)√
12+42×

√
42+02

= 0.2425356

arc-cosine(0.2425356) = 75.85 degrees
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Computing the cosine
Example
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Nearest neighbour examples
BNC, 2-content-word-window context

rhino fall rock
woodpecker rise lava
rhinoceros increase sand
swan fluctuation boulder
whale drop ice
ivory decrease jazz
plover reduction slab
elephant logarithm cliff
bear decline pop
satin cut basalt
sweatshirt hike crevice
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Nearest neighbour examples
BNC, 2-content-word-window context

green good sing
blue bad dance
yellow excellent whistle
brown superb mime
bright poor shout
emerald improved sound
grey perfect listen
speckled clever recite
greenish terrific play
purple lucky hear
gleaming smashing hiss
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