
Seminar: Formale Begri�sanalyseBegri�sordnung und Begri�sverbände2. Mai 2006Dozentin: Wiebke Petersenpetersew�uni-duesseldorf.dehttp://user.phil-fak.uni-duesseldorf.de/~petersen/Form_Begr/Form_Begr.htmlOrdnungsrelationen: FortsetzungDe�nition 1 Sei (M,≤) eine (partiell) geordnete Menge und K eine Teilmenge von M .Ein Element x von M ist
• eine obere S
hranke von K, g.d.w. ∀y ∈ K : y ≤ x;
• eine untere S
hranke von K, g.d.w. ∀y ∈ K : x ≤ y.

x heiÿt kleinste obere S
hranke oder Supremum von K relativ zu M , wenn x eineobere S
hranke ist und es keine obere S
hranke y von K gibt mit y ≤ x und x 6= y. Wirs
hreiben sup K oder ∨K für das Supremum von K (lese ∨ als `join').
x heiÿt gröÿte untere S
hranke oder In�mum von K relativ zu M , wenn x eineuntere S
hranke ist und es keine untere S
hranke y von K gibt mit x ≤ y und x 6= y. Wirs
hreiben inf K oder ∧K für das In�mum von K (lese ∧ als `meet').Wir s
hreiben x ∨ y statt ∨{x, y} und x ∧ y statt ∧{x, y}.Beispiele:1. Für die linear geordnete Menge (R,≤) gilt: sup[1, 4] = 4 und inf[1, 4] = 1.2. Für die partiell geordnete Menge (℘(M),⊆) mit M = {1, 2, 3, 4} ist das Supremumvon K =

{

{1, 2}, {2, 4}, {1}
} die Vereinigung aller Elemente von K, also sup K =

{1, 2, 4}.Das In�mum von K ist der Dur
hs
hnitt aller Elemente von K, also inf K = ∅.Aufgaben:1. Zei
hne ein Hasse-Diagramm zur geordneten Menge
M =

(

{

{1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3, 5}, {1, 3, 4}, {2, 4, 5}, {1, 2, 3},

{1, 3}, {2, 4}, {1, 5}, {1, }, {3}, {4}, {5}, ∅
}

,⊆
)

.2. Wähle drei 4-elementige Teilmengen von M und bestimme ihr Supremum und In�-mum.
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VerbandstheorieDe�nition 2 (Verbände) Eine geordnete Menge V = (V,≤) ist ein Verband, g.d.w. zuje zwei Elementen x und y aus V au
h das Supremum von x und y (x∨y) und das In�mumvon x und y (x ∧ y) Elemente von V sind.De�nition 3 Ein Verband V = (V,≤) ist ein vollständiger Verband, falls für alle K ⊆
V gilt, daÿ ∨K ∈ V und ∧K ∈ V . Jeder vollständige Verband hat ein gröÿtes Element
∨

V , das Einselement (1V) genannt, und ein kleinstes Element ∧V , das Nullement(0V) genannt. Die oberen Na
hbarn des Nullelements nennt man die Atome und dieunteren Na
hbarn des Einselements die Koatome des Verbands.Bemerkung:
• Jeder endli
he Verband ist vollständig.
• Da ∧ ∅ = 1V und ∨ ∅ = 0V gilt, gibt es keinen vollständigen Verband mit leererMenge V .
• Die Ordnungsrelation kann aus ∧ und ∨ wiedergewonnen werden:

x ≤ y ⇔ x = x ∧ y ⇔ x ∨ y = y

• ∨ und ∧ sind assoziativ: x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z und x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z.Beispiele:1. (℘(M),⊆) ist ein vollständiger Verband, ∨ entspri
ht ∪ und ∧ entspri
ht ∩.2. ([2, 5],≤) ist ein vollständiger Verband.3. (R,≤) ist ein Verband, aber ni
ht vollständig.4. ({{1, 2}, {2, 4}, {1}},⊆) ist kein Verband.Begri�sverbändeDe�nition 4 Seien (A1, B1) und (A2, B2) zwei Begri�e eines formalen Kontextes mit
A1 ⊆ A2 (äquivalent: B2 ⊆ B1), dann ist (A1, B1) ein Unterbegri� von (A2, B2) und
(A2, B2) ein Oberbegri� von (A1, B1). Man s
hreibt (A1, B1) ≤ (A2, B2) und nennt dieOrdnung ≤ die Begri�sordnung.Theorem 5 (Hauptsatz der Formalen Begri�sanalyse) Für jeden formalen Kon-text (G,M, I) bildet die assoziierte geordnete Menge (B(G,M, I),≤) einen vollständigenVerband, der der Begri�sverband des formalen Kontextes genannt wird. In dem Be-gri�sverband sind In�mum und Supremum wie folgt bes
hrieben:
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)Jeder vollständige Verband ist ein Begri�sverband.2



Aufgaben:1. Kleiner Beispielkontext der Verwandts
haftsterme:
direktverwand
t

älter jünger männli
h weibli
h andereGenera
tion

Vater × × × ×Mutter × × × ×Bruder × ×S
hwester × ×Kind × × ×Sohn × × × ×To
hter × × × ×Papa × × × ×Mama × × × ×

Extension Intension
Vater Mutter Bruder S
hwester Kind Sohn To
hter Papa Mama direktverwand

t
älter jünger männli
h weibli
h andereGenera

tion
B1 × × × × × × × × × ×B2 × × × × × ×B3 × × × × × ×B4 × × × × × × × × ×B5 × × × × × × ×B6 × × × × × ×B7 × × × × × ×B8 × × × × × ×B9 × × × × × ×B10 × × × × × ×B11 × × × × ×B12 × × × × ×B13 × × × × × ×(a) Na
h wel
hem Verfahren ist der Begri�sverband bes
hriftet?(b) Trage die Begri�snummern aus der Begri�stabelle in das Diagramm ein.(
) Was könnten die unters
hiedli
hen Knotenarten des Diagramms bedeuten?3



2. Wie ändert si
h der Begri�sverband, wenn man(a) das Merkmal `älter' wegläÿt?(b) den Gegenstand `Papa' wegläÿt?(
) den Gegenstand `Kind' wegläÿt?(d) das Merkmal `glei
he Generation' hinzunimmt?(e) den Gegenstand `ältere S
hwester' hinzunimmt?3. Ermittle einen mögli
hst �kleinen� (kleine Menge von Gegenständen und Merkmalen,kleine Inzidenzrelation) Kontext, der folgenden vollständigen Verband als Begri�s-verband hat.
4. Beweise, daÿ die Menge aller Begri�e eines endli
hen Kontextes (ein Kontext mitendli
her Merkmal- und Gegenstandsmenge) geordnet bezügli
h der Begri�sordnungeinen vollständigen Verband bildet.5. Bes
hreibe ein systematis
hes Verfahren, wie man (mögli
hst e�zient) die Mengealler Begri�e zu einem Kontext ermitteln kann.
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