EinfUhrung in die Computerlinguistik

Endliche Automaten,
rechtslineare Grammatiken
und regulare Sprachen (2)



Formale Grammatik

Definition 1. Eine formale Grammatik ist ein 4-Tupel (¢ = (N.1T.5. PP} aus

m einem Alphabet von Terminalsymbolen T (statt'I" werden wir hiufig wie bisher
Y. schreiben)

m einem Alphabet von Nichtterminalsymbolen N mit N 1T = 1l
m einem Startsymbol S = N

m einer Menge von Regea’n_,me duktionen
‘ir} I_: {I::{I‘I"l‘ ))'E,:: | . f‘l '_{ I:j'l.- |_| ]“] “nd {l‘l-'z, ’.-7§ 'f‘:i:}‘

Fiir eine Regel («v;,/3;) schreiben wir auch o; — ;. Die Bedingung «; ¢ T
garantiert, dall die linke Seite einer Regel mindestens ein Nichtterminalsymbol
enthalt; dies ist notig, damit die Terminalsymbole eine Ableitung terminieren.

Diese Grammatik heiBt auch TypO- oder allgemeine Regelgrammatik.



Vokabular der formalen Grammatiken

Sei G = (N,X. S, P) eine Grammatik und seien v, w € (X U N)*;

dann heiBt v aus w direkt ableitbar (in Zeichen w — e') wenn es
Zerlegungen w = waw, und v = v Fv, gibt, so daB (o, 3) € P.

dann heit ©» aus w ahlenhar (in Zeichen w —* v), wenn es
Wo, W, ... wy € (X UN)* gibt (£ = 0), so daB w = wy, wp = v
und w;_ | — w; lerJedes k=i =0.(—" ist die reflexive transitive

Hiille von —)

L(G) = {w € ¥*|S
(N.X. 5. FP) erzeugte Sprache.

* w} ist die von der Grammatik G =

Zwei Grammatiken G; und G, die dieselbe Sprache erzeugen
(L(Gi) = L(G5)) nennt man schwach aquivalent.



Typ 3-Sprachen: rechts- / links-lineare
Grammatiken und Sprachen

Definition 2. Eine Grammatik (N, 1.5, I’} heifit rechts-linear
(links-linear), wenn alle Regeln/Produktionen die folgende Form haben:

A— aoder A —aB (bzw. A — Ba), wobeiac 1" und A, B € N,

Eine durch eine rechts- oder links-lineare Grammatik erzeugte Sprache heilt
rechts-/links-linear.

(Vorsicht: Nicht jede lineare Sprache ist rechts-linear)



Endliche Automaten und rechts-
lineare Grammatiken

Zu Jeder Sprache, die von einem endlichen
Automaten akzeptiert wird, gibt es eine rechts-
lineare Grammatik, die diese Sprache erzeugt
und umgekenhrt.

A= (P, X.4,5, F) (endlicher Automat)
G= (N,T,8,P) (rechts-lineare Grammatik) mit:

N = (I)

P={ g—ap|g,pedP und a € X und

5(g;a) =p}lU{q—e|lqgeF}



Sprachbeschreibung durch reguldare Ausdriicke

Die Menge der regularen Ausdriicke RAy iiber einem Alphabet
¥ ={ay,....a,} ist definiert durch:

m () ist ein reguldrer Ausdruck
B ¢ ist ein reguldrer Ausdruck
B oay,.... ay sind reguldre Ausdriicke

m Wenn a und b regulare Ausdriicke uber X sind, dann auch:

(a+b)

n
B (aeb)
n

(a”)

Die Klammern werden haufig weggelassen, wobel folgende Vorrangregel gilt:

+ geht vor e geht vor +.



Semantik regularer Ausdruicke / regulare Sprachen

Jedem regularem Ausdruck r € RAy; iiber einem Alphabet X wird
eine formale Sprache L{r) C ¥* als Bedeutung zugewiesen. Diese
Sprachen heiBen regulare Sprachen.

L:RAy — POT(X*) wird induktiv iiber den Aufbau der reguliren
Ausdriicke definiert:

" L(a+b)= L(a) U L(D)
m L(aeb)=L{a)o L(b)

n

m L(a*)=L(a)



Regulare Sprachen und endliche
Automaten

[Satz von Kleene] Jede von einem DEA akzeptierte

Sprache ist regular und zu jeder reguldren Sprache gibt es einen
DEA, der sie akzeptiert.

Beweisskizze: jede regulire Sprache wird von einem NDEA
akzeptiert.
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Abschlul3eigenschaften regularer

Sprachen
Vereinigung + v
Schnittmenge +
Komplementmenge +
Konkatenation + v
Kleene Stern + v
Schnittmenge mit einer reguldren Sprache | +

Komplement: konstruiere komplementidren DEA

Schnittmenge: folgt aus de Morgan



Pumping-Lemma filir reguldare Sprachen

Lemma 9. [Pumping-Lemma] Wenn L eine unendliche regulare
Sprache ist, dann gibt es Wérter w. v, w € X, so dall v # € und

uv'w € L fiir beliebiges i > 0.

Beweisskizze:
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L ={a"b" : n >0} ist nicht regular

L={a"b" : n =0}
L ist unendlich. Ware L regular, dann giabe es u, v, w € {a,b}",
v # € mit uv™w € L fiir alle n = 0. Fiir v ergeben sich folgende

Fille:

® angenommen v besteht aus a’'s und b’s, dann gibt es in v"
(n = 2) b's, die vor a's stehen (Widerspruch),

® angenommen v besteht nur aus a's, dann sind alle b's in dem
w-Teil; wenn man v aufpumpt, steigt die Zahl der a’s ohne dal3
die der b's steigen wiirde (Widerspruch).

® angenommen v besteht nur aus b's, dann analog zu v besteht
nur aus a's,
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Natiirliche Sprachen sind nicht regular (1)

Der Hund starb.

Der Hund, der den Vogel jagte, starb.

Der Hund, der den Vogel, der den Wurm fral3, jagte, starb.

Der Hund, der den Vogel, der den Wurm, der den Rasen durch-
querte, fraB, jagte, starb.

5. Der Hund, der den Vogel, der den Wurm, der den Rasen, der
den Garten bedeckte, durchquerte, fral3, jagte, starb.

il

m Allgemeine Form: der Hund (der den maskulines Nomen)" (tran-
sitives Verb)'" starb.
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Natiurliche Sprachen sind nicht regular (2)

der den Hund, der den Vogel, der den Kuhlschrank,
Sei A = und

der den Wurm, der den Rasen, der den Garten
B = {fraB, beschenkte durchquerte, jagte, liebte, sah,trank} und
w = der Hund und v = starb.
wry*v mit v € A und y € B ist eine reguldre Sprache.

DEUTSCH Mwr™y™ e = wr™y™ v,

Ware DEUTSCH regular, dann miiite auch wa™y™v reguldr sein, da die Schnitt-

menge zweier reguldrer Sprachen regular ist (Widerspruch).
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intuitive Merkregeln iiber reguldare Sprachen

m L ist reguldr, wenn der Test auf Mitgliedschaft eines Wortes w in

L durch buchstabenweises Durchlesen unter Zuhilfenahme eines
beschrankten Speichers maoglich ist.

B Endliche Automaten sind zu schwach flr:

s Worteigenschaften, deren Uberpriifung eine Zzhlervariable mit
Wertebereich N erfordert

m Spezifikation der Wiederholung fester Muster beliebiger Lange
m Mengen von Ausdriicken mit beliebiger Klammertiefe
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Ubungsaufgaben

Welche Aussagen kann man mit Hilfe der AbschluBeigenschaften der
reguldren Sprachen und dem Pumping-Lemma iiber die Komplexitat
folgender formaler Sprachen machen:

1. Ly ={w e {a.b}” : w enthdlt eine ungerade Anzahl von I's}.
2. Lo =1{w e {a,b}”  wenthilt die gleiche Anzahl von b's und a's}.

3. wf ist das Wort w in umgekehrter Reihenfolge.
Ly = {ww® :we {a,b}*}.
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zu den Hausaufgaben

Welche Aussagen kann man mit Hilfe der AbschluBeigenschaften der
regularen Sprachen und dem Pumping-Lemma iiber die Komplexitat
folgender formaler Sprachen machen:

1. Ly =1{w < {a,b}” : w enthilt eine ungerade Anzahl von 's}.

L1 ist regular (L1 akzeptierenden Automaten / L1 erzeugende rechts-lineare
Grammatik / regularer Ausdruck)

2. Lo ={w e {a,b}” : w enthalt die gleiche Anzahl von /s und a's}.

Lo ist nicht regular (Schnitt mit regularer Sprache und Pumping-Lemma),
obwohl fiir alle v € La auch v* € L

3. wf ist das Wort w in umgekehrter Reihenfolge.
[qa = {H"H"R cw € {a,b}*}.

L5 ist nicht regular (Schnitt mit regularer Sprache und Pumping-Lemma)
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