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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdaume (1)

Carstensen et al. (2010), Abschnitt 2.4. Manning and Schiitze (1999),
Abschnitt 2.1.

m In vielen Bereichen der CL kommt Wahrscheinlichkeitstheorie
zur Anwendung, da es oft unmaoglich ist, mit rein symbolischen
Ansitzen ein vollstdndiges Bild aller moglichen Strukturen
einschliefilich Préferenzen bei Ambiguititen zu gewinnen.

m Wir haben es meist mit einer endlichen oder abzahlbar un-
endlichen Menge von sogenannten Ergebnissen zu tun, deren
Wahrscheinlichkeit irgendwie abgeschétzt werden muss.

Bsp.:

m Wahrscheinlichkeit dafur, dass VP — VP PP verwendet wird,
vorausgesetzt, man mochte eine VP generieren.

m Wahrscheinlichkeit dafur, dass chair eine Nomen ist.



Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdaume (2)

Wir unterscheiden einzelne Ergebnisse und Ereignisse, die Mengen
von Ergebnissen sind.
Bsp.: Werfen eines Wiirfels.

m Ergebnismenge {1,2,3,4,5,6}
m Mogliche Ereignisse:

m Werfen einer 1: Ereignis {1}.
Wahrscheinlichkeit .

m Werfen einer geraden Zahl: {2,4, 6}
Wahrscheinlichkeit .

Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass eines der Ergebnisse aus dem Ereignis eintritt.



Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdaume (3)

Beziehungen zwischen Ereignissen A und B:

m entweder A oder B= AUB
m sowohl A alsauch B= AN B
m Aaber nicht B=- A\ B

m nicht A= A

Die leere Menge beschreibt das unmogliche Ereignis und die
Gesamtmenge aller Ergebnisse das sichere Ereignis.



Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdaume (4)

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar ({2, P), bestehend
aus
@ einer nicht leeren, abzidhlbaren Menge €2 von Ergebnissen und
@ einem Wahrscheinlichkeitsmafl P : P(2) — R, so dass

@ P(A) > 0firalle A P(Q);
(%) P(Q) =1;
@ fiir paarweise disjunkte Mengen A, € P(Q), n € N gilt

P(U An) = ZP(An)

neN neN
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdaume (5)

Es ergeben sich folgende Eigenschaften fiir Wahrscheinlichkeitsmafle:

Q@ Pd)=o0

Q Fiir Ereignisse A, Bmit AN B = () gilt P(AU B) = P(A) + P(B).

@ P(A) + P(A) = 1fiir alle A C Q (Tertium non datur)

© Impliziert A B, das heifit A C B, dann sollte P(B\ A) = P(B) —
P(A) gelten.

@ Kein Ereignis kann eine Wahrscheinlichkeit {iber 1 haben.



Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdaume (6)

Bsp.: Q = {is-noun, has-plural-s, is-adjective, is-verb}.
Frage: Kann die Funktion f mit

f(is-noun) = 0.45
f(has-plural-s) = 0.2
f(is-adjective) = 0.25

f(is-verb) = 0.3

zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf f : P(£2) — R erginzt werden?
Nein, da dann f(€) = 0.45 4+ 0.2 + 0.25 + 0.3 = 1.2 > 1 wire.



Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdaume (7)

Besser:

Q = {is-noun-with-plural-s, is-noun-without-plural-s, is-adjective,

is-verb}.

f (is-noun-with-plural-s) 0.09
f(is-noun-without-plural-s) = 0.36
f(is-adjective) = 0.25

f (is-verb)
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Laplace-Raume (1)

Laplace-Rdume sind diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume, in denen alle
Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind.

Bsp.: Wiirfelexperiment. 2 = {1, 2,3,4,5,6}.

Jedes Ergebnis hat die Wahrscheinlichkeit ﬁ = %.

In Laplace-Raumen gilt also

_ Al

PA =19



Laplace-Raume (2)

Bsp.: Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einer Gruppe von 30 Personen
mindestens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben.

Vereinfachung: Wir ignorieren Schaltjahre und saisonale Variationen.
D.h., Wahrscheinlichkeit dafiir, an einem bestimmten Tag Geburtstag
zu haben, ist %

Wahrscheinlichkeitsraum:

m Q={1,...,365}%, also alle Folgen von 30 Zahlen aus {1, ...,365}.
m || = 365%. Alle Folgen sind gleichwahrscheinlich.
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Laplace-Raume (3)

Ziel: Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Folge eintritt, in der sich
mindestens ein Element wiederholt.

Einfacher: Wahrscheinlichkeitsermittlung tiber das Komplement.
Wieviel Folgen gibt es, in denen sich kein Element wiederholt?

365!

= Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei am gleichen Tag Geburtstag

haben ist
365!

1— ~1—0.29=0.71
365%0(365 — 30)!




Bedingte Wahrscheinlichkeiten (1)

Bsp.:

m Wahrscheinlichkeit fiir eine Produktion VP — NP V fiir die

Generierung einer VP, gegeben, dass es sich um das Verb kisses
handelt.

m Wahrscheinlichkeit dafiir, dass chairs ein Nomen ist, gegeben
die Tatsache, dass das vorangehende Wort ein Artikel ist.

m Wahrscheinlichkeit dafiir, dass chairs ein Nomen ist, gegeben
die Tatsache, dass das nachfolgende Wort ein Artikel ist.



Bedingte Wahrscheinlichkeiten (2)

In einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P), gegeben ein
Ereignis A C Q mit P(A) > 0, ist durch

P(BNA)

P(BIA) = =5

das durch A bedingte Wahrscheinlichkeitsmaf3 P(-|A) : Q — R auf
P(£2) definiert.

(P(92),P(-|A)) ist ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.
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Unabhéngigkeit von Ereignissen

Zwei Ereignisse A und B heiflen unabhingig, falls
P(AN B) = P(A)P(B). Das heifit P(A|B) = P(A).

Bsp. Wiirfelexperiment.

m Die Ereignisse, dass (A) eine gerade Zahl gewiirfelt wird und
(B) eine Zahl < 2 sind unabhéngig:
P(ANB P({2
P(A[B) = AnB) _ P2 _ o5 P(A)
P(B)  P({1,2})
m Die Ereignisse A wie oben und B, dass genau die 2 gewtuirfelt
wird, sind nicht unabhangig:

Al = o5 = TR — 12 p(a)




Die Formel von Bayes (1)

Ziel: P(A|B) berechnen auf der Grundlage von P(B|A), P(A) und P(B).

Laut Definition gilt
P(ANB) = P(A|B)P(B) und P(BN A) = P(B|A)(P(A)
Daraus ergibt sich

P(B|A)P(A)

P(AIB) = = 5



Die Formel von Bayes (2)

Man kann das Theorem von Bayes noch verallgemeinern:
Angenommen, es gibt eine endliche oder abzahlbar unendliche Folge
(A))ien von paarweise disjunkten Ereignissen mit A; C {2 und

P(A;) > 0 fur alle i € N, die eine Zerlegung von (2 bilden, dann gilt
fir jedes Ereignis B C : (BN A;)en bildet eine disjunkte Zerlegung
von B, und daher

P(B) = ZP(B NA;) = ZP(B|Ai)P(Ai)

ieN ieN

Spezialfall: Zerlegung in A und A:

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)



Die Formel von Bayes (3)

Aus

P(B|A)P(A)
P(B)

P(B|Aj)P(4))

P(A|B) = 3

bzw. P(Aj|B) =

und

P(B) = ) P(B|A)P(A)

ieN
ergibt sich dann fir die Folge (A;) ey und das Ereignis B wie oben die
verallgemeinerte Formal von Bayes:
P(B|4))P(4))

PAIB) = s~ piBa)P(A)




Die Formel von Bayes (4)

Bsp.: Angenommen, wir interessieren uns fiir eine relativ seltene
Konstruktion, z.B. Parasitic Gaps, die ungefihr alle 100.000 Sétze
einmal vorkommt.! Joe Linguist hat einen Pattern-Matching
Algorithmus zur Erkennung von Parasitic Gaps implementiert, der,
falls ein Satz ein Parasitic Gap enthalt, dies mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0.95 auch erkennt. Enthalt ein Satz kein
Parasitic Gap, liefert der Algorithmus mit einer Wahrscheinlichkeit
von 0.005 das falsche Ergebnis, dass ein Parasitic Gap in dem Satz
vorhanden ist.

Frage: Angenommen, der Test meldet ein Parasitic Gap in einem Satz.
Wie wahrscheinlich ist es, dass es sich wirklich um eines handelt?

1Z.B. which book did she review _ without reading _?.



Die Formel von Bayes (5)

O = {gt, gt, gt, gt}, wobei g fiir ein parasitic gap steht, ¢ fiir einen
positiven Test.

Sei G = {gt, gt} das Ereignis eines parasitic gaps, T = {gt, gt} das
eines positiven Tests.

Wir wollen P(G|T) berechnen. Wir partitionieren €2 in G und

G = {gt,zt}.

_ P(T]0)P(G)

P(GIT) = P(TIGIP(C)+ FTICIF(C)
1

0.95x0.000014-0.005x0.99999

0.002

Q



Die Formel von Bayes (6)

Bsp.: Statistische Maschinelle Ubersetzung. Angenommen, wir wollen
von Franzosisch nach Englisch iibersetzen, wir suchen also fiir einen
gegebenen frz. Satz f den besten (= wahrscheinlichsten) englischen
Satz e, also das e, das P(e|f) maximiert:

arg max P(el)

Wir haben mit Bayes:

arg Znax P(elf) = arg Znax Ple)P(fle) = argmax P(e)P(f|e)

P(f) e
=- Kombination von einem language model mit einem translation

model
Brown et al. (1993)
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