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Mathematische Grundlagen der
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formale Sprachen

Dozentin: Wiebke Petersen
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Alphabete und Worter

Definition
@ Alphabet X: endliche Menge von Symbolen / Zeichen.

@ Wort: eine endliche Kette/Folge x;...x, von Symbolen/Zeichen
eines Alphabets (mit n=0). Das Wort, das aus null Zeichen
besteht heiBt leeres Wort und wird mit & bezeichnet.

@ Die Menge aller Worter iiber einem Alphabet X bezeichnen wir
mit Z*.
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Worter und formale Sprachen Modellierung nat. Sprache endliche Automaten Grammatiken
©000000000 00000000 0000000000000 00000000

Alphabete und Worter

Definition
@ Alphabet X: endliche Menge von Symbolen / Zeichen.

@ Wort: eine endliche Kette/Folge x;...x, von Symbolen/Zeichen
eines Alphabets (mit n=0). Das Wort, das aus null Zeichen
besteht heiBt leeres Wort und wird mit & bezeichnet.

@ Die Menge aller Worter iiber einem Alphabet X bezeichnen wir
mit X*.
>t =3*\{e} ist die Menge der nichtleeren Worter.
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Worter und formale Sprachen Modellierung nat. Sprache endliche Automaten Grammatiken

9000000000 00000000 0000000000000 00000000

Alphabete und Worter

Definition

Alphabet %: endliche Menge von Symbolen / Zeichen.

Wort: eine endliche Kette/Folge xi...x, von Symbolen/Zeichen
eines Alphabets (mit n=0). Das Wort, das aus null Zeichen
besteht heiBt leeres Wort und wird mit & bezeichnet.

Die Menge aller Worter iiber einem Alphabet X bezeichnen wir
mit X*.
>t =3*\{e} ist die Menge der nichtleeren Worter.

Lange eines Wortes |w|: Gesamtzahl der Zeichen eines Wortes w
(labbacal =6, |e| =0)
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Worter und formale Sprachen Mo(lelhemn nat. Sprache

O@00000000

Leersymbol, Ieeres Wort und Ieere Menge

Das Leersymbol L ist ein Zeichen des Alphabets, also ist ein Wort,
das nur aus dem Leersymbol besteht, ein Wort der
Lange 1.
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Worter und formale Sprachen Morle ierung nat. Sprache

O@00000000

Leersymbol, Ieeres Wort und Ieere Menge

Das Leersymbol L ist ein Zeichen des Alphabets, also ist ein Wort,
das nur aus dem Leersymbol besteht, ein Wort der
Lange 1.

Das leere Wort ¢ ist ein Wort der Lange 0.
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Worter und formale Sprachen Morle ierung nat. Sprache

O@00000000

Leersymbol, Ieeres Wort und Ieere Menge

Das Leersymbol L ist ein Zeichen des Alphabets, also ist ein Wort,
das nur aus dem Leersymbol besteht, ein Wort der
Lange 1.

Das leere Wort ¢ ist ein Wort der Lange 0.

Die leere Menge ¢ ist eine Menge.
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Worter und formale Sprachen ierung nat. Sprache
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Ubung: Alphabete und Worter

Sei X ={a, b, c} ein Alphabet:

@ Geben Sie zwei Worter der Lage 4 (iber X an.

@ Welche der folgenden Ausdriicke sind Worter iiber £ und welche
Lange haben sie?:

i [

aa', ‘caab’, ‘da’
@ Was ist der Unterschied zwischen =*, =% und X?
@ Wieviele Elemente haben X, =* und =*?
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Worter und formale Sprachen

0O00@000000

Operationen auf Wortern

Die Konkatenation / Verkettung zweier Worter u=ajay...a, und
v=biby...by, mit n,m=0 ist

uov=aj...apb1...bm

Haufig schreiben wir uv statt wov.
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Worter und formale Sprachen

0O00@000000

Operationen auf Wortern

Die Konkatenation / Verkettung zweier Worter u=ajay...a, und
v=biby...by, mit n,m=0 ist

uov=aj...apb1...bm

Haufig schreiben wir uv statt wov.

woe=cow=w Neutrales Element

uo(vow)=(uov)ow Assoziativitat
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Worter und formale Sprachen
000®000000

g nat. Sprache

Operationen auf Wortern

Verkettung / Konkatenation

Die Konkatenation / Verkettung zweier Worter u=ajay...a, und
v=>biby...by; mit n,m=0 ist

uov=aj...apnbi...bm

Haufig schreiben wir uv statt uov.

woe=cow=w Neutrales Element

uo(vow)=(uov)ow Assoziativitat

Ist die Konkatenationsoperation kommutativ?
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Symbolpolitik der Mathematik

Vorsicht:

@ Obwohl die Symbole fiir die Komposition von Funktionen und die
Konkatenation von Woértern (ibereinstimmen, handelt es sich um
unterschiedliche Operationen!

@ In der Mathematik finden sie haufig mehrdeutige Symbole, deren Bedeutung
sich aus dem jeweiligen Kontext ergibt.

@ Sie miissen sich also bei dem Symbol o immer fragen, ob es zwischen
Funktionen oder Wortern steht (wir werden auch noch eine Operation auf
Mengen kennenlernen, die mit demselben Symbol bezeichnet wird).

@ Bedenken Sie, dass die Alternative die Verwendung einer unbegrenzten Zahl
verschiedener Symbole wére, da es theoretisch unendlich viele Operationen
gibt. Jedes dieser Symbole miisste in Zeichensatzen vorgehalten werden, was
unmoglich ist, da Alphabete endlich sein miissen. Stellen Sie sich auBerdem
vor, ich wiirde an der Tafel versuchen eine Vielzahl von sehr dhnlichen
Symbolen zu verwenden (Beispiel: Kreis mit dickem Punkt in der Mitte,
Kreis mit kleinem Punkt, Kreis ohne Punkt, Kreis mit zwei
Umrandungen,. .. ) Sie wiirden das nicht lesen wollen!
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Woérter und formale Sprachen
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@ w™ w wird n-mal mit sich selbst verkettet.

o w9=¢: w wird ‘O-mal’ mit sich selbst verkettet.
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Woérter und formale Sprachen
00000@0000

Operationen auf Wortern

o w": w wird n-mal mit sich selbst verkettet.

o wl=¢: w wird ‘0-mal’ mit sich selbst verkettet. )

o Die Umkehrung eines Wortes w wird mit wR bezeichnet.
(abcd)R = dcba.

e Ein Wort w, fiir das w = wF gilt, heiBt Palindrom.

(madam, reliefpfeiler, otto, anna, regallager . ..)
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Worter und formale Sprachen
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Ubung: Operationen auf Wortern

Seien w = aabc und v = bcc Woérter, ermitteln Sie:
@ wov
o ((wRov)R)?

° WO(VROW3)0
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Woérter und formale Sprachen

0000000800

Eine formale Sprache L ist eine Menge von Woértern lber einem
Alphabet X, also LS X*.
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Woérter und formale Sprachen
0000000800

Eine formale Sprache L ist eine Menge von Woértern lber einem
Alphabet X, also LS X*.

Beispiele:
@ Sprache Lo, der giiltigen rémischen Zahldarstellungen iber dem
Alphabet Z,,, =1{,V,X,L,C,D, M}.
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Woérter und formale Sprachen
0000000800

Formale Sprache

Eine formale Sprache L ist eine Menge von Wortern iiber einem
Alphabet X, also LS X*.

Beispiele:
@ Sprache Lo, der giiltigen rémischen Zahldarstellungen iber dem
Alphabet 2,0, =1{l,V,X,L,C,D,M}.
@ Sprache Lpors der Buchstaben des lateinischen Alphabets
dargestellt im Morsecode. Lpjops = {-— =+ o0, —— -}
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Worter und formale Sprachen 0 ierung nat. Sprache endliche Automaten

0000000800

Formale Sprache

Eine formale Sprache L ist eine Menge von Wortern iiber einem
Alphabet X, also LS X*.

Beispiele:
@ Sprache Lo, der giiltigen rémischen Zahldarstellungen iber dem
Alphabet 2,0, =1{l,V,X,L,C,D,M}.
@ Sprache Lpors der Buchstaben des lateinischen Alphabets
dargestellt im Morsecode. Lpjops = {-— =+ o0, —— -}

@ Sprache Ly, der Palindrome im deutschen Duden
Lpar = {Madam, reliefpfeiler, ...}
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0000000800

Formale Sprache

Eine formale Sprache L ist eine Menge von Wortern iiber einem
Alphabet X, also LS X*.

Beispiele:

@ Sprache Lo, der giiltigen rémischen Zahldarstellungen iber dem
Alphabet 2,0, =1{l,V,X,L,C,D,M}.

@ Sprache Lpors der Buchstaben des lateinischen Alphabets
dargestellt im Morsecode. Lpjops = {-— =+ o0, —— -}

@ Sprache Ly, der Palindrome im deutschen Duden
Lpar = {Madam, reliefpfeiler, ...}

@ Leere Menge
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Formale Sprache

Eine formale Sprache L ist eine Menge von Wortern iiber einem
Alphabet X, also LS X*.

Beispiele:

@ Sprache Lo, der giiltigen rémischen Zahldarstellungen iber dem
Alphabet 2,0, =1{l,V,X,L,C,D,M}.

@ Sprache Lpors der Buchstaben des lateinischen Alphabets
dargestellt im Morsecode. Lpjops = {-— =+ o0, —— -}

@ Sprache Ly, der Palindrome im deutschen Duden
Lpar = {Madam, reliefpfeiler, ...}

@ Leere Menge

@ Menge der Worter der Lange 13 iiber dem Alphabet {a, b, c}
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Worter und formale Sprachen

0000000800

Formale Sprache

Definition
Eine formale Sprache L ist eine Menge von Wortern iiber einem
Alphabet X, also LS X*.

Beispiele:

@ Sprache L., der giiltigen rémischen Zahldarstellungen liber dem
Alphabet 2,0, =1{l,V,X,L,C,D,M}.

@ Sprache Ljos der Buchstaben des lateinischen Alphabets
dargestellt im Morsecode. Lpjops = {-— =+ o0, —— -}

@ Sprache L,/ der Palindrome im deutschen Duden
Lpar = {Madam, reliefpfeiler, ...}

@ Leere Menge

@ Menge der Worter der Lange 13 iiber dem Alphabet {a, b, ¢}

@ Sprache der syntaktisch wohlgeformten Java-Programme
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Worter und formale Sprachen

0000000800

Formale Sprache

Definition

Eine formale Sprache L ist eine Menge von Wortern iiber einem
Alphabet X, also LS X*.

Beispiele:

Sprache L,om der giiltigen romischen Zahldarstellungen iiber dem
Alphabet 2,0, =1{l,V,X,L,C,D,M}.

Sprache Lpjos der Buchstaben des lateinischen Alphabets
dargestellt im Morsecode. Lpjops = {-— =+ o0, —— -}

Sprache L,/ der Palindrome im deutschen Duden

Lpar = {Madam, reliefpfeiler, ...}

Leere Menge

Menge der Worter der Lange 13 tiber dem Alphabet {a, b, ¢}
Sprache der syntaktisch wohlgeformten Java-Programme
Deutsch?
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Worter und formale Sprachen
0000000080

Operationen auf Sprachen

Seien LS X* und K < X* zwei Sprachen liber dem Alphabet X, dann
entstehen durch die Verkniipfung mit Mengenoperatoren neue
Sprachen lber X:
Kul, KnL, K\L
Die Verkettung von Woértern kann ausgedehnt werden auf die
Verkettung von Sprachen:
KolL:={voweX*lveK,wel}
Beispiel: Sei K ={abb, a} und L = {bbb, ab}
@ Kol=

Wiebke Petersen math. Grundlagen




0000000080

Operationen auf Sprachen

Seien LS X* und K < X* zwei Sprachen (iber dem Alphabet X, dann
entstehen durch die Verkniipfung mit Mengenoperatoren neue
Sprachen lber X:

Kul, KnL, K\L

Die Verkettung von Woértern kann ausgedehnt werden auf die
Verkettung von Sprachen:

KolL:={voweX*lveK,wel}
Beispiel: Sei K ={abb, a} und L = {bbb, ab}

@ Kol = {abbbbb,abbab, abbb, aab} und
LoK =

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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0000000080

Operationen auf Sprachen

Seien LS X* und K < X* zwei Sprachen (iber dem Alphabet X, dann
entstehen durch die Verkniipfung mit Mengenoperatoren neue
Sprachen lber X:

Kul, KnL, K\L
Die Verkettung von Woértern kann ausgedehnt werden auf die
Verkettung von Sprachen:
KolL:={voweX*lveK,wel}

Beispiel: Sei K ={abb,a} und L ={bbb, ab}

@ Kol = {abbbbb,abbab, abbb, aab} und
Lo K = {bbbabb, bbba, ababb, aba}
@ Kog=
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Operationen auf Sprachen

Seien LS X* und K < X* zwei Sprachen (iber dem Alphabet X, dann
entstehen durch die Verkniipfung mit Mengenoperatoren neue
Sprachen lber X:

Kul, KnL, K\L

Die Verkettung von Woértern kann ausgedehnt werden auf die
Verkettung von Sprachen:

KolL:={voweX*lveK,wel}
Beispiel: Sei K ={abb, a} und L = {bbb, ab}

@ Kol = {abbbbb,abbab, abbb, aab} und
Lo K = {bbbabb, bbba, ababb, aba}

@ Kogp=¢

@ Kolel=
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Operationen auf Sprachen

Seien LS X* und K < X* zwei Sprachen (iber dem Alphabet X, dann
entstehen durch die Verkniipfung mit Mengenoperatoren neue
Sprachen lber X:

Kul, KnL, K\L
Die Verkettung von Woértern kann ausgedehnt werden auf die
Verkettung von Sprachen:
KolL:={voweX*lveK,wel}

Beispiel: Sei K ={abb,a} und L ={bbb, ab}

@ Kol = {abbbbb,abbab, abbb, aab} und
Lo K = {bbbabb, bbba, ababb, aba}

@ Kogp=9
@ Kofe}= K
0 K2=
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0000000080

Operationen auf Sprachen

Seien LS X* und K < X* zwei Sprachen (iber dem Alphabet X, dann
entstehen durch die Verkniipfung mit Mengenoperatoren neue
Sprachen lber X:

Kul, KnL, K\L

Die Verkettung von Woértern kann ausgedehnt werden auf die
Verkettung von Sprachen:

KolL:={voweX*lveK,wel}
Beispiel: Sei K ={abb, a} und L = {bbb, ab}

@ Kol = {abbbbb,abbab, abbb, aab} und
Lo K = {bbbabb, bbba, ababb, aba}

@ Kogp=¢

@ Kofe}= K

@ K2 = KoK ={abbabb, abba,aabb, aa}
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Worter und formale Sprachen ierung nat. Sprache
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Potenzen von Sprachen Iteration, KIeene-Stern

Die n-te Potenz einer Sprache L ist die n-fache Verkettung von L mit
sich selbst:
L"=Lolol...oL
—_—

n-mal

Induktive Definition:

LO = {e}, Ln+1 =["o]
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Worter und formale Sprachen
000000000e

Potenzen von Sprachen, lteration, Kleene-Stern

Die n-te Potenz einer Sprache L ist die n-fache Verkettung von L mit
sich selbst:
L"=Lolol...oL
—_—

n-mal

Induktive Definition:

LO = {e}, Ln+1 =["o]

Die Iteration (Kleene-Stern) von L ist
L =ytr"
n=0

Fiir jede beliebige Sprache L gilt: e L*
Also gilt: @* =
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Worter und formale Sprachen
000000000e

Potenzen von Sprachen, lteration, Kleene-Stern

Die n-te Potenz einer Sprache L ist die n-fache Verkettung von L mit
sich selbst:
L"=Lolol...oL
—_—

n-mal

Induktive Definition:

LO = {e}, Ln+1 =["o]

Die Iteration (Kleene-Stern) von L ist
L =ytr"
n=0

Fiir jede beliebige Sprache L gilt: e L*
Also gilt: @* = {e}
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Modellierung nat. Sprache
0®000000
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Modellierung nat. Sprache
o 000

Gegenstande
und Sachverhalte

— Darstellung

\ﬁé VAPP‘*”
Zg %xx

\ Empfanger
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Woérter und formale Sprachen Modellierung nat. Sprache

Modell

kinstlich geschaffen
materiell oder immateriell
vereinfachtes Abbild
zweckgerichtet
Abstraktion
Reprasentation

Modellierungsannahmen

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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Modellierung nat. Sprache

Woérter und formale Sprachen
O ) [e]e]e] le]elele)

Modell

kinstlich geschaffen
materiell oder immateriell
vereinfachtes Abbild
zweckgerichtet
Abstraktion
Reprasentation

Modellierungsannahmen

endliche Automaten

Objekt

Zweck

Ein Subjekt entwirft zu einem Orginal ein
Modell zu einem bestimmten Zweck.

~.

Subjekt

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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Woarter und formale Sprachen Modellierung nat. Sprache endliche Automaten
O O000@000 O

Modellierung natiirlicher Sprachen

Formale Sprachen sind Mengen von Wértern (entspricht in natiirlichen Sprachen
den Sdtzen), die ihrerseits aus Zeichen/Symbolen (in natiirlichen Sprachen
Woartern) aufgebaut sind. Was in der Menge ist, ist ein “grammatisch korrektes
Wort"”, alles andere nicht.
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Woarter und formale Sprachen Modellierung nat. Sprache endliche Automaten Grammatiken

O000@000

Modellierung natiirlicher Sprachen

Formale Sprachen

Formale Sprachen sind Mengen von Wértern (entspricht in natiirlichen Sprachen
den Sdtzen), die ihrerseits aus Zeichen/Symbolen (in natiirlichen Sprachen
Woartern) aufgebaut sind. Was in der Menge ist, ist ein “grammatisch korrektes
Wort"”, alles andere nicht.

Fir “strukturierte” formale Sprachen lassen sich endliche Mengen von
Regeln/Grammatiken angeben, die diese beschreiben.
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Woarter und formale Sprachen Modellierung nat. Sprache endliche Automaten Grammatiken
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Modellierung natiirlicher Sprachen

Formale Sprachen

Formale Sprachen sind Mengen von Wértern (entspricht in natiirlichen Sprachen
den Sdtzen), die ihrerseits aus Zeichen/Symbolen (in natiirlichen Sprachen
Woartern) aufgebaut sind. Was in der Menge ist, ist ein “grammatisch korrektes
Wort"”, alles andere nicht.

Fir “strukturierte” formale Sprachen lassen sich endliche Mengen von
Regeln/Grammatiken angeben, die diese beschreiben.

Sprachmodell

Formale Sprachen dienen als Modell fiir natiirliche Sprachen.
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Woarter und formale Sprachen Modellierung nat. Sprache endliche Automaten Grammatiken
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Modellierung natiirlicher Sprachen

Formale Sprachen

Formale Sprachen sind Mengen von Wértern (entspricht in natiirlichen Sprachen
den Sdtzen), die ihrerseits aus Zeichen/Symbolen (in natiirlichen Sprachen
Woartern) aufgebaut sind. Was in der Menge ist, ist ein “grammatisch korrektes
Wort"”, alles andere nicht.

Fir “strukturierte” formale Sprachen lassen sich endliche Mengen von
Regeln/Grammatiken angeben, die diese beschreiben.

Sprachmodell
Formale Sprachen dienen als Modell fiir natiirliche Sprachen.

Wir gehen davon aus, daB alle natiirlichen Sprachen durch endlich viele Regeln
beschreibbar sind, da wir sie ansonsten nicht sprechen / verstehen kénnten.
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Modellierung natiirlicher Sprachen

Formale Sprachen

Formale Sprachen sind Mengen von Wértern (entspricht in natiirlichen Sprachen
den Sdtzen), die ihrerseits aus Zeichen/Symbolen (in natiirlichen Sprachen
Woartern) aufgebaut sind. Was in der Menge ist, ist ein “grammatisch korrektes
Wort"”, alles andere nicht.

Fir “strukturierte” formale Sprachen lassen sich endliche Mengen von
Regeln/Grammatiken angeben, die diese beschreiben.

Sprachmodell
Formale Sprachen dienen als Modell fiir natiirliche Sprachen.

Wir gehen davon aus, daB alle natiirlichen Sprachen durch endlich viele Regeln
beschreibbar sind, da wir sie ansonsten nicht sprechen / verstehen kdnnten.

Welche Modellannahmen werden hier implizit gemacht?
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00000800

Sprachbeschrelbung durch Aufzahlung aIIer Worter

@ Peter says that Mary has fallen off the tree.
@ Oskar says that Peter says that Mary has fallen off the tree.

@ Lisa says that Oskar says that Peter says that Mary has fallen off
the tree.
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nale Sprachen Modellierung nat. Sprache
00000800

Sprachbeschreibung durch Aufzahlung aller Worter

@ Peter says that Mary has fallen off the tree.
@ Oskar says that Peter says that Mary has fallen off the tree.

@ Lisa says that Oskar says that Peter says that Mary has fallen off
the tree.

Scheitert bei unendlichen Sprachen.

Aufzdhlungen erfassen keine Generalisierungen.
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Sprachbeschreibung durch Angabe einer Grammatik

Grammatik

@ Eine formale Grammatik ist ein generativer Mechanismus zur Erzeugung von
Zeichenketten.

@ Grammatiken sind endliche Regelsysteme.

@ Die Menge aller Ketten, die von einer Grammatik generiert werden, bilden die
von der Grammatik beschriebene formale Sprache.

v,

S — NPVP VP — V VP —VP and VP

NP — DN NP — NP and NP D - the
N — cat N — dog \% — sleeps
V  — dreams

Generiert: the cat sleeps, the dog sleeps, the cat sleeps and dreams,. ..

aber auch: the cat and the dog sleeps and dreams, ...
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Woarter und formale Sprachen Modellierung nat. Sprache endliche Automaten
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Sprachbeschreibung durch Automaten

@ Ein Automat ist eine abstrakte Maschine, die bestimmte Zeichenketten
akzeptiert.

@ Die Menge aller Ketten, die von einem Automaten akzeptiert werden, bilden
die von dem Automaten beschriebene formale Sprache.

A
()
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d formale Sprachen Modellierung nat. Sprache

0000000 (

Sprachbeschreibung durch Automaten

Automaten

@ Ein Automat ist eine abstrakte Maschine, die bestimmte Zeichenketten
akzeptiert.

@ Die Menge aller Ketten, die von einem Automaten akzeptiert werden, bilden
die von dem Automaten beschriebene formale Sprache.

akzeptiert die Sprache {a}* o {b}o{a}*
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0000000000 00000000 ®000000000000 00000000

einfachstes Automatenmodell: endliche Automaten

Definition
Ein endlicher Automat ist ein 5-Tupel (Q,Z,A, qg, F) bestehend aus:
@ Q: Alphabet der Zustinde
@ =: Eingabealphabet (Q und X miissen disjunkt sein)
© A: Ubergangsrelation (A€ Qx Z x Q)
© qo: Startzustand (gg € Q)
@ F: Menge der Endzustinde F < Q.

Der Automat heiBt deterministisch, wenn die Ubergangsrelation A eine (partielle)
Funktion ist (A: Qx X — Q).
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endliche Automaten: Akzeptanz von Wortern

Ein endlicher Automat akzeptiert ein Wort w, wenn es moglich ist
@ beginnend im Startzustand

@ das Wort Symbol fiir Symbol abzuarbeiten, indem man den Zustand gemiB
der Ubergangsrelation wechselt

@ bis das Wort vollstandig abgearbeitet ist,

@ und wenn man sich am Ende in einem Endzustand befindet.

:

A
()
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Beispiel: endlicher Automat

als 5-Tupel:

(Q,Z,A,qo, F) mit
® Q=1{q90,91,92,93,94}
@ X={ab}

@ A={(q0,3,91),(90 3, q2),
(q1,3,93),(q3,3,q1),
(g2,b,92),(q2,b,q4)}

@ F={qg3,94}

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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Beispiel: endlicher Automat

als Ubergangsnetz:
als 5-Tupel:

(Q,Z,A,qo, F) mit
@ Q=1{90,91,92,93,q4}
@ X={ab}

@ A={(q0,3,91),(90 3, q2),
(q1,3,93),(q3,3,q1),
(g2,b,92),(q2,b,q4)}

@ F={qg3,94}
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Beispiel: endlicher Automat

als Ubergangsnetz:
als 5-Tupel:
(Q,Z,A,qo, F) mit
@ Q=1{q0,91,92,93,qa}
@ X={ab}

@ A={(q0,3,91),(90 3, q2),
(q1,3,93),(q3,3,q1),
(g2,b,92),(q2,b,q4)}

@ F={g3,q4}
Dieser Automat ist nicht deterministisch

(am Ubergangsnetz ablesbar an identisch beschrifteten Kanten, die von demselben

Knoten ausgehen)
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Beispiel: endlicher Automat

als 5-Tupel:

als Ubergangsnetz:
(Q.Z,A,qo, F) mit

@ Q=1{90,91,92,93,q4}
@ X={a b}

A={(q0,3,91),(q1,2 92),
(q1.5,43),(d3:b,q3),
(q2’ a, q4)' (q4r a, q2)}

F= {CI2,q3}
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Belsplel endllcher Automat

als 5-Tupel:
(Q.Z,A,qo, F) mit

als Ubergangsnetz:

@ Q=1{90,91,92,93,q4}
@ X={a b}
@ A=1{(g0,a91), (91,3, 92),

(41,5,93). (a5, b, a5),
(q2’ a, q4)r (Q4, a, q2)}

@ F={q,q3}

Dieser Automat ist deterministisch und akzeptiert dieselbe Sprache wie der
Automat der vorangegangenen Folie, namlich {a}o (({a}o ({a}o{a})*) U ({b}o{b}*)).
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Beispiel: endlicher Automat

als 5-Tupel:

) als Ubergangsnetz:
(Q.Z,A,qo, F) mit

4 Q:{QOyQ1,q2yq3»Cl4}
@ X={ab}
@ A={(q0,3,91),(q1,2 92),

(q1,b,93),(g3,b,93),
(92,3,94), (94, 3,G2)}

@ F={q,q3}

Dieser Automat ist deterministisch und akzeptiert dieselbe Sprache wie der
Automat der vorangegangenen Folie, namlich {a}o(({a}o({a}o{a})*) U ({b}o{b}*)).
Dies ist die Sprache aller Woérter iiber dem Alphabet {a, b}, die aus einem a gefolgt
von einer beliebigen, nichtleeren Kette von b's oder aus einer nichtleeren Kette von

a's gerader Lange bestehen.
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Endliche Automaten: Terminologie

@ Zwei Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, heiBen iquivalent
(Beispiel: die Automaten der letzten beiden Folien sind &quivalent)

@ Satz: Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.

@ Ubergangsrelationen werden hiufig als Ubergangstabellen dargestellt.
Beispiel: A=1{(g0,2,91),(q1,2,92), (q1,b.93).(93,b,G3), (92,2,94),(q4,2,G2)}

@ Ist die Ubergangsrelation eines endlichen Automaten eine totale Funktion
(steht also in jeder Zelle der Ubergangstabelle genau ein Element), so ist der
Automat ein endlicher Automat mit vollstindiger Ubergangsfunktion
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Endliche Automaten: Terminologie

@ Zwei Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, heiBen iquivalent
(Beispiel: die Automaten der letzten beiden Folien sind &quivalent)

@ Satz: Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.

@ Ubergangsrelationen werden hiufig als Ubergangstabellen dargestellt.
Beispiel: A=1{(g0,2,91),(q1,2,92), (q1,b.93).(93,b,G3), (92,2,94),(q4,2,G2)}

@ Ist die Ubergangsrelation eines endlichen Automaten eine totale Funktion
(steht also in jeder Zelle der Ubergangstabelle genau ein Element), so ist der
Automat ein endlicher Automat mit vollstindiger Ubergangsfunktion

Sind endliche Automaten mit vollstindiger Ubergangsfunktion immer
deterministisch?
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Endliche Automaten: Terminologie

@ Zwei Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, heiBen iquivalent
(Beispiel: die Automaten der letzten beiden Folien sind &quivalent)

@ Satz: Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.

@ Ubergangsrelationen werden hiufig als Ubergangstabellen dargestellt.
Beispiel: A=1{(g0,2,91),(q1,2,92), (q1,b.93).(93,b,G3), (92,2,94),(q4,2,G2)}

@ Ist die Ubergangsrelation eines endlichen Automaten eine totale Funktion
(steht also in jeder Zelle der Ubergangstabelle genau ein Element), so ist der
Automat ein endlicher Automat mit vollstindiger Ubergangsfunktion

Sind endliche Automaten mit vollstindiger Ubergangsfunktion immer
deterministisch?

Das Programm Exorciser bietet sehr gute Ubungsméglichkeiten fiir die Arbeit mit
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endllche Automaten mlt e-Ubergingen

. a ..@ .
Start o
£
. a “.@ .
o . ‘

Zu jedem endlichen Automaten mit e-Ubergingen gibt es einen
dquivalenten endlichen Automaten ohne e-Ubergange.
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Erstellen Sie endliche Automaten, die die folgenden Sprachen (iber
dem Alphabet {a, b} akzeptieren:

die Sprache
die Sprache
die Sprache
die Sprache
die Sprache

die Sprache
vorkommt.

© 000000

die Sprache

vorkommen.

Wiebke Petersen

aller Woérter, die nicht langer als 3 sind.

aller Worter, die mit ‘ab’ beginnen.

aller Worter, in denen die Kette ‘aa’ vorkommt.
aller Worter, die ungleich der Kette ‘abb’ sind.
aller Woérter, die auf die Kette ‘aa’ enden.

aller Worter, in denen eine gerade Zahl von a's

aller Woérter, in denen mindestens zwei a's

math. Grundlagen
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reguldre Sprache

Gegeben ein Alphabet X.

@ ist eine reguldre Sprache iiber dem Alphabet X.
{e} ist eine regulare Sprache tiber dem Alphabet .
Fir jedes a€ X ist {a} eine reguldre Sprache tiber dem Alphabet X.

Wenn A und B reguldre Sprachen sind, dann ist auch Au B eine regulare
Sprache tiber dem Alphabet X.

Wenn A und B regulare Sprachen sind, dann ist auch Ao B eine regulare
Sprache liber dem Alphabet X.

Wenn A eine regulare Sprachen ist, dann ist auch A* eine regulare Sprache
liber dem Alphabet X.

Nichts sonst ist eine reguldre Sprache tiber dem Alphabet X.
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Satz von Kleene

(Stephen C. Kleene, 1909 - 1994)

Jede Sprache, die von einem endlichen Automaten akzeptiert wird, ist
reguldr und jede reguldre Sprache wird von einem endlichen
Automaten akzeptiert.
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Endliche Automaten akzeptieren reguldre Sprachen

Jede Sprache, die von einem endlichen Automaten akzeptiert wird ist
reguldr und jede reguldre Sprache wird von einem endlichen
Automaten akzeptiert.
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Endllche Automaten akzeptieren reguldre Sprachen

Theorem (Kleene)

Jede Sprache, die von einem endlichen Automaten akzeptiert wird ist
reguldr und jede reguldre Sprache wird von einem endlichen
Automaten akzeptiert.

Beweisidee (eine Richtung): Zu jeder reguldren Sprache gibt es
einen endlichen Automaten, der diese akzeptiert:

@ {e} {aj}
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

Wenn A und B zwei reguldre Sprachen sind, die von den Automaten
Ap und Ag akzeptiert werden, dann wird die reguldre Sprache Au B
von dem folgenden Automaten akzeptiert:
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

Wenn A und B zwei reguldre Sprachen sind, die von den Automaten
Ap und Ag akzeptiert werden, dann wird die reguldre Sprache Au B
von dem folgenden Automaten akzeptiert:

AUuB
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

Wenn A und B zwei reguldre Sprachen sind, die von den Automaten
Ap und Ag akzeptiert werden, dann wird die reguldre Sprache Ao B
von dem folgenden Automaten akzeptiert:
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

Wenn A und B zwei reguldre Sprachen sind, die von den Automaten
Ap und Ag akzeptiert werden, dann wird die reguldre Sprache Ao B
von dem folgenden Automaten akzeptiert:

Wiebke Petersen math. Grundlagen 76



male Sprachen nat. Sprache endliche Automaten

000000000000

Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

Wenn A eine regulédre Sprache ist, die von dem Automaten Apx
akzeptiert wird, dann wird die reguldre Sprache A* von dem folgenden
Automaten akzeptiert:
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

Wenn A eine reguldre Sprache ist, die von dem Automaten Apx
akzeptiert wird, dann wird die reguldre Sprache A* von dem folgenden
Automaten akzeptiert:
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Formale Grammatik

Definition

Eine formale Grammatik ist ein 4-Tupel G=(N, T,S,P) aus
@ einem Alphabet von Terminalsymbolen T (hiufig auch %)
@ einem Alphabet von Nichtterminalsymbolen N mit NN T =@
@ einem Startsymbol Se€ N

@ einer Menge von Regeln/Produktionen
Pc{(a,B)la,fe(NUT)* undag T*}.

Fiir eine Regel (a,B) schreiben wir auch a — .
Formale Grammatiken werden auch TypO- oder allgemeine Regelgrammatiken
genannt.

S - NPVP VP - V NP —- DN
D — the N — cat V — sleeps

Generiert: the cat sleeps
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Termmologle

=({S,NP,VP,N,V,D,N,EN}, {the, cat, peter, chases},S, P)

S - NPVP VP — VNP NP — DN
P=< NP — EN D — the N — cat
EN — peter V — chases
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Termmologle

=({S,NP,VP,N,V,D,N,EN}, {the, cat, peter, chases},S, P)

S - NPVP VP - VNP NP — DN
P={ NP — EN D — the N — cat
EN — peter V — chases

“NP VP" ist in einem Schritt ableitbar aus S
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Terminologie

G =({S,NP,VP,N,V,D,N,EN}, {the, cat, peter, chases},S, P)

S - NPVP VP — VNP NP — DN
P={ NP — EN D — the N — cat
EN — peter V — chases

“NP VP" ist in einem Schritt ableitbar aus S
“the cat chases peter” ist ableitbar aus S:

S —NPVP — NP V NP — NP V EN
— NP V peter — NP chases peter — D N chases peter
— D cat chases peter — the cat chases peter

Die Menge aller aus dem Startsymbol S ableitbarer Wérter (= Ketten aus
Terminalsymbolen) ist die von der Grammatik G erzeugte Sprache L(G).

L(G):{

Hinweis: fiir Terminalsymbole verwendet man in der Regel Klein- und fir

the cat chases peter  peter chases the cat
peter chases peter  the cat chases the cat

Nichtterminalsymbole GroBbuchstaben.
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kontextfrele Grammatlken

Eine formale Grammatik in der jede linke Regelseite aus genau einem
Nichtterminalsymbol besteht heiBt kontextfrei.

Beispiel:
= ({S,NP,VP,N,V,D,N,EN}, {the, cat, peter, chases},S, P)

NP — EN D — the N — cat

S — NPVP VP —- VNP NP —- DN
P:
EN — peter V — chases
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Linksableitung (kontextfreie Grammatiken)

Gegeben eine kontextfreie Grammatik G. Eine Ableitung bei der stets das am
weitesten links stehende nichtterminale Symbol ersetzt wird, heiBt Linksableitung J
S —NPVP —-D N VP —the N VP
— the cat VP — the cat V NP — the cat chases NP
— the cat chases EN — the cat chases peter
S
NP VP
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Linksableitung (kontextfreie Grammatiken)

Gegeben eine kontextfreie Grammatik G. Eine Ableitung bei der stets das am
weitesten links stehende nichtterminale Symbol ersetzt wird, heiBt Linksableitung J
S —NPVP —-D N VP —the N VP
— the cat VP — the cat V NP — the cat chases NP
— the cat chases EN — the cat chases peter
S
NP VP

Zu jeder Linksableitung gibt es genau einen Ableitungsbaum und zu jedem
Ableitungsbaum gibt es genau eine Linksableitung.
Wiebke Petersen math. Grundlagen 81



ing nat. Sprache endliche Automa Grammatiken

Chomskyhlerarchle

e Wenn man die Form der Regeln einschrankt erhalt man
Teilmengen der Menge aller durch eine Grammatik erzeugten
Sprachen.
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homskyhierarchi

e Wenn man die Form der Regeln einschrankt erhalt man

Teilmengen der Menge aller durch eine Grammatik erzeugten
Sprachen.

e Die Chomskyhierarchie ist eine Hierarchie tGber die
Regelbedingungen (den verschiedenen Sprachklassen entsprechen
Einschrankungen tber die rechten und linken Regelseiten).
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Chomskyhierarchie

e Wenn man die Form der Regeln einschrankt erhalt man
Teilmengen der Menge aller durch eine Grammatik erzeugten
Sprachen.

e Die Chomskyhierarchie ist eine Hierarchie tGber die
Regelbedingungen (den verschiedenen Sprachklassen entsprechen
Einschrankungen tber die rechten und linken Regelseiten).

o Die Chomskyhierarchie reflektiert eine spezielle Form der
Komplexitat, andere Kriterien sind denkbar und fiihren zu anderen
Hierarchien.
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Chomskyhierarchie

e Wenn man die Form der Regeln einschrankt erhalt man
Teilmengen der Menge aller durch eine Grammatik erzeugten
Sprachen.

e Die Chomskyhierarchie ist eine Hierarchie tGber die
Regelbedingungen (den verschiedenen Sprachklassen entsprechen
Einschrankungen tber die rechten und linken Regelseiten).

o Die Chomskyhierarchie reflektiert eine spezielle Form der
Komplexitat, andere Kriterien sind denkbar und fiihren zu anderen
Hierarchien.

e Die Sprachklassen der Chomskyhierarchie sind in der Informatik
intensiv untersucht worden (Berechnungskomplexitat, effektive
Parser).
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Chomskyhierarchie

e Wenn man die Form der Regeln einschrankt erhalt man
Teilmengen der Menge aller durch eine Grammatik erzeugten
Sprachen.

e Die Chomskyhierarchie ist eine Hierarchie tGber die
Regelbedingungen (den verschiedenen Sprachklassen entsprechen
Einschrankungen tber die rechten und linken Regelseiten).

o Die Chomskyhierarchie reflektiert eine spezielle Form der
Komplexitat, andere Kriterien sind denkbar und fiihren zu anderen
Hierarchien.

e Die Sprachklassen der Chomskyhierarchie sind in der Informatik
intensiv untersucht worden (Berechnungskomplexitat, effektive
Parser).

e Fir Linguisten ist die Chomsky Hierarchie besonders interessant,
da sie die Form der Regeln zentral stellt, und somit Aussagen liber
Grammatikformalismen zul&Bt.
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Noam Chomsky
(* 7.12.1928, Philadelphia)

Noam Chomsky, Three Models for the Description of Language,
IRE Transactions on Information Theory (1956).
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Chomsky-Hierarchie & Automaten (grober

Uberblick)

Sprache Automat Grammatik| Erkennung | Abhéngigkeit
rekursiv Turing Maschine | unbeschrankt | unentscheidbar beliebig
aufzahlbar I B

aa—¢
0—0—0
kontext- linear gebunden kontext- NP-vollstandig Uberkreuzt
sensitiv BT sEleil 7'
O0—0—0 YAS - ypd
kontext- Kellerautomat kontextfrei polynomiell eingebettet
: (Stapel)
il B R —— A A
o—0—0 Essse—
regular endlicher regular linear striktlokal
Automat
A bA A AN A
O—0O0—0 / —
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Chomskyhierarchie: Hauptsatz

REGcCFcCScRE
RE
CS
CF

REG: regulare Sprachen, CF: kontextfreie Sprachen, CS: kontextsensitive Sprachen,
RE: rekursiv-aufzihlbare Sprachen
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