Mathematische Grundlagen der
Computerlinguistik

Mengen und Mengenoperationen

Dozentin: Wiebke Petersen

1. Foliensatz

Wiebke Petersen math. Grundlagen 11



Mengen

®000000000000

Frage

Was ist eine Menge?

1 Minute zum Nachdenken und
Diskutieren
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Mengen

Georg Cantor (1845-1918)

»Eine Menge ist eine Zusammenfassung
von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die
,Elemente'genannt werden) zu einem
Ganzen."
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Mengen

Georg Cantor (1845-1918)

»Eine Menge ist eine Zusammenfassung
von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die
,Elemente'genannt werden) zu einem
Ganzen."

@ Mengen werden Uber ihre Elemente
bestimmt.

@ Elemente von Mengen kénnen
selber Mengen sein.

@ Mengen kénnen endlich oder
unendlich sein.
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Notation und Terminologie

@ Variablen fiir Mengen: A;B,C,... .M, N, ...

@ Variablen fiir Elemente: a, b, c,...,x,y,z

Wiebke Petersen math. Grundlagen 14



Mengen

O0@0000000000

Notation und Terminologie

@ Variablen fiir Mengen: A;B,C,... .M, N, ...
@ Variablen fiir Elemente: a, b, c,...,x,y,z
@ Ist m ein Element von M so schreibt man m € M.

@ Ist m kein Element von M so schreibt man m ¢ M.
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Notation und Terminologie

Variablen fiir Mengen: A,B,C,...,M,N,...
Variablen fiir Elemente: a, b, c,...,x,y,z
Ist m ein Element von M so schreibt man m € M.

Ist m kein Element von M so schreibt man m ¢ M.

Zwei Mengen A und B sind genau dann identisch oder gleich, wenn jedes
Element von A auch Element von B ist und wenn jedes Element von B auch
Element von A ist.
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Notation und Terminologie

Variablen fiir Mengen: A,B,C,...,M,N,...
Variablen fiir Elemente: a, b, c,...,x,y,z
Ist m ein Element von M so schreibt man m € M.

Ist m kein Element von M so schreibt man m ¢ M.

Zwei Mengen A und B sind genau dann identisch oder gleich, wenn jedes
Element von A auch Element von B ist und wenn jedes Element von B auch
Element von A ist.

@ Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente enthilt, die leere Menge
(Symbol: 0, es gilt § = { }).
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Notation und Terminologie

Variablen fiir Mengen: A,B,C,...,M,N,...
Variablen fiir Elemente: a, b, c,...,x,y,z
Ist m ein Element von M so schreibt man m € M.

Ist m kein Element von M so schreibt man m ¢ M.

Zwei Mengen A und B sind genau dann identisch oder gleich, wenn jedes
Element von A auch Element von B ist und wenn jedes Element von B auch
Element von A ist.

@ Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente enthilt, die leere Menge
(Symbol: 0, es gilt § = { }).

@ Mengen mit genau einem Element werden Einermengen (singleton) genannt.
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Notation und Terminologie

Variablen fiir Mengen: A,B,C,...,M,N, ...
Variablen fiir Elemente: a, b, c,...,x,y,z

Ist m ein Element von M so schreibt man m € M.
Ist m kein Element von M so schreibt man m ¢ M.

Zwei Mengen A und B sind genau dann identisch oder gleich, wenn jedes
Element von A auch Element von B ist und wenn jedes Element von B auch
Element von A ist.

Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente enthilt, die leere Menge
(Symbol: 0, es gilt § = { }).

Mengen mit genau einem Element werden Einermengen (singleton) genannt.
N={1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen

No={0,1,2,3,...} ist die Menge der natirlichen Zahlen mit 0
Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} ist die Menge der ganzen Zahlen

Q ist die Menge der rationalen Zahlen (alle ,Bruchzahlen').

R ist die Menge der reellen Zahlen (alle ,Kommazahlen®).

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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Bertrand Russell (1872-1970)

@ Sei M die Menge aller Mengen, die
sich nicht selbst als Element
enthalten.

@ Gilt M € M oder M ¢ M?
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Bertrand Russell (1872-1970)

Russels Antinomie (1901)

@ Sei M die Menge aller Mengen, die
sich nicht selbst als Element
enthalten.

@ Gilt M € M oder M & M?

Ausweg: , Theorie der Typen'
(Principia Mathematica, Russel &
Whitehead 1910-13)

Mengen werden stufenweise aufgebaut
und sind immer von einem hdheren Typ
als ihre Elemente.
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Grellings Paradoxie

Ein Adjektiv heiBe

autologisch, wenn es sich selbst
beschreibt (Bsp.: dreisilbig, kurz,
xenonymisch, adjektivisch, verbal,
vokalenthaltend, . ..)

heterologisch, wenn es sich nicht selbst
beschreibt (Bsp.: zweisilbig, essbar,

grin, ...)
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Grellings Paradoxie

Ein Adjektiv heiBe

autologisch, wenn es sich selbst
beschreibt (Bsp.: dreisilbig, kurz,
xenonymisch, adjektivisch, verbal,
vokalenthaltend, . ..)

heterologisch, wenn es sich nicht selbst
beschreibt (Bsp.: zweisilbig, essbar,
grin, ...)

Ist ,heterologisch’ heterologisch?

(nach D.R. Hofstadter: Gédel, Escher, Bach)
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Grellings Paradoxie

Ein Adjektiv heiBe

autologisch, wenn es sich selbst
beschreibt (Bsp.: dreisilbig, kurz,
xenonymisch, adjektivisch, verbal,
vokalenthaltend, . ..)

heterologisch, wenn es sich nicht selbst
beschreibt (Bsp.: zweisilbig, essbar,
grin, ...)

Ist ,heterologisch’ heterologisch?

(nach D.R. Hofstadter: Gédel, Escher, Bach)

In diesem Kurs werden Mengen so
beschrieben, dass keine Paradoxien
auftreten.

Wiebke Petersen

Paradoxien der Selbstbeziiglichkeit

zeichnende Hande von M.C. Escher
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Mengenbeschreibungen

Operationen

{a1,a,...,an} ist die Menge, die genau
die Elemente a1, ay, . . ., a, enthalt.
Beispiel:

{2,3,4,5,6,7}

v
{x|A} ist die Menge, die genau die
Objekte x enthalt, auf die die Aussage A
zutrifft.
Beispiel:
{x eR|x e Nund 1 < x und x < 8},
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Mengenbeschreibungen

/ M
Explizite Mengendarstellung O 1 R
e o o
{a1,a,...,an} ist die Menge, die genau
die Elemente a1, ay, . . ., a, enthalt.
Beispiel:
{2,3,4,5,6,7}

Implizite Mengendarstellung

{x|A} ist die Menge, die genau die
Objekte x enthalt, auf die die Aussage A
zutrifft.

Beispiel: 8 9 00 O

{x €R|x e Nund 1 < x und x < 8},
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Hinweise zur expliziten Mengendarstellung

@ Beschreibung durch Aufzdhlung oder -listung
@ nur fir endliche Mengen moglich

@ Die Klammern { und } heiBen Mengenklammern oder
geschweifte Klammern.

@ Reihenfolge der Elemente spielt keine Rolle: {a, b,c} = {c, a, b}

@ Elemente kénnen in der Klammernotation mehrfach auftreten:
{a,b,c} ={a,b,a,b,a,b,c}

Wiebke Petersen math. Grundlagen 18
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Hinweise zur impliziten Mengendarstellung

Beschreibung mittels charakteristischer Eigenschaft
o { Element € Grundbereich | Eigenschaft von Element }
o {x € G|E(x)} (,Menge aller x in G mit der Eigenschaft E*)
@ Bsp.: {x € N|x ist eine gerade Zahl}

@ Wenn der Grundbereich aus dem Kontext bekannt ist oder sich
aus der Eigenschaft ergibt, kann er weggelassen werden.

@ Bsp.: {x|x ist eine Primzahl}

@ Statt des Symbols ‘|" verwendet man auch das Symbol *:. Also
{x € N : x ist eine Primzahl}

Wiebke Petersen math. Grundlagen 19
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Hinweise zur impliziten Mengendarstellung

Beschreibung mittels rekursiver Definition
Beispiel: Menge der Nachkommen von Georg Cantor

© Festlegung endlich vieler Startelemente:
Die Kinder von Cantor sind Nachkommen von Cantor

@ Konstruktionsvorschrift fur zusatzliche Elemente:
Wenn x ein Nachkomme von Cantor ist, dann ist jedes Kind von
x ein Nachkomme von Cantor.

© Einschrankung:
Nichts sonst ist ein Nachkomme von Cantor.

Wiebke Petersen math. Grundlagen 20
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Hinweise zur impliziten Mengendarstellung

Beschreibung mittels rekursiver Definition
Beispiel: Menge der Nachkommen von Georg Cantor

© Festlegung endlich vieler Startelemente:
Die Kinder von Cantor sind Nachkommen von Cantor

@ Konstruktionsvorschrift fur zusatzliche Elemente:
Wenn x ein Nachkomme von Cantor ist, dann ist jedes Kind von
x ein Nachkomme von Cantor.

© Einschrankung:
Nichts sonst ist ein Nachkomme von Cantor.

@ Was ist, wenn Cantor keine Kinder hatte?

@ Lasst sich so auch die Menge der Nachkommen von Aristoteles
definieren? oder die von Merlin?

Wiebke Petersen math. Grundlagen 20
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Teilmengen

Eine Menge N ist eine Teilmenge der Menge M (in Zeichen: N C M) genau dann,
wenn alle Elemente von N auch Elemente von M sind.

@ Wenn x € N, dann x e M
@ Wenn y € M, dann muss y € N nicht unbedingt gelten, es kann aber gelten.

Eine Menge N ist eine echte Teilmenge der Menge M (in Zeichen: N C M) genau
dann, wenn N eine Teilmenge von M ist und wenn M und N ungleich sind.

@ NC Mund N# M
@ Esgibteinye M mit y & N.

Wenn N C M, dann ist M eine Ubermenge von N (in Zeichen: M D N).
Wenn M O N und M # N dann ist M eine echte Ubermenge von N (in
Zeichen: M D N).

Wiebke Petersen math. Grundlagen



Mengen

0000000000800

Teilmengen

x € M: x ist ein Element der Menge M
@ 2¢c{1,2,3}
° 2¢{1,3,5)
@ {3} € {M|M ist eine Einermenge}
° {3t¢{3}

N C M: Die Menge N ist eine Teilmenge der Menge M

° {2,3} C {1,2,3,4}
@ {2,3} C{2,3}
@ () C{1,2,3,4}
(Die leere Menge ist eine Teilmenge jeder Menge!)
@ {3} Z {M|M ist eine Einermenge}

N C M: Die Menge N ist eine echte Teilmenge der Menge M

@ {1} c{1,2}
° {1,2} 7 {1,2}

Vorsicht: Die Element-von- und die Teilmengenrelation miissen streng
unterschieden werden!

Operationen
0000000

Wiebke Petersen
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Machtigkeit von Mengen

Zwei Mengen M und N haben dieselbe Machtigkeit oder heiBen gleichméachtig (in
Zeichen: [M| = |N|), wenn es eine eineindeutige Zuordnung der Elemente von M
auf N gibt (d.h., die Zuordnung ordnet jedem Element aus M genau ein Element
aus N und jedem Element aus N genau ein Element aus M zu.)

endliche Mengen

Die Machtigkeit einer endlichen Menge (in Zeichen: |M|) ist die Anzahl ihrer
Elemente.

Beispiele:
@ =0
o |{1,2}| =2
° |{{1,2}} =1

Vorsicht: nicht alle unendlichen Mengen sind gleichmachtig!

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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Quiz-Time
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Mengenoperationen
(undre Potenzmengenoperation)

Mengenoperationen sind Abbildungen, die einer oder mehreren Mengen eindeutig
eine Menge zuordnen. Einstellige Operationen werden auch unare und zweistellige
auch bindre Operationen genannt.

Die Potenzmengenoperation ist eine unare Operation, die jeder Menge ihre
Potenzmenge zuordnet.

Die Potenzmenge einer Menge M ist die Menge aller méglichen Teilmengen von M,

Operationen
©000000

also POT(M) = {N|N C M}. Man schreibt auch 2" fiir die Potenzmenge von M.

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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Mengenoperationen
(undre Potenzmengenoperation)

Mengenoperationen sind Abbildungen, die einer oder mehreren Mengen eindeutig
eine Menge zuordnen. Einstellige Operationen werden auch unare und zweistellige
auch bindre Operationen genannt.

Die Potenzmengenoperation ist eine unare Operation, die jeder Menge ihre
Potenzmenge zuordnet.

Die Potenzmenge einer Menge M ist die Menge aller méglichen Teilmengen von M,
also POT(M) = {N|N C M}. Man schreibt auch 2" fiir die Potenzmenge von M.

=

w

POT({1,2,3}) =

A A A A A A Ay
=
N N
www
" e e e e e e

._.
)
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M3

Fiir endliche Mengen gilt: ist M eine n-elementige Menge, so ist |[POT (M)| = 2".

Wiebke Petersen math. Grundlagen 26
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M3

Fiir endliche Mengen gilt: ist M eine n-elementige Menge, so ist |[POT (M)| = 2".

1 2 3 n—1 n
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 1 1 1
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M3

Fiir endliche Mengen gilt: ist M eine n-elementige Menge, so ist |[POT (M)| = 2".

1 2 3 n—1 n
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 1 1 1
2x  2x 2% 2% 2
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Fiir endliche Mengen gilt: ist M eine n-elementige Menge, so ist |[POT (M)| = 2".

1 2 3 n—1 n
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 1 1 1
2x  2XxX  2x ... 2% 2

2" Méglichkeiten
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Schnitt: AN B
»A geschnitten mit B
ANB={x|x € Aund x € B}

|/_ —U)
02!
)
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Schnitt: AN B
»A geschnitten mit B
ANB={x|x € Aund x € B}

|/_ —U)
02!
)

Vereinigung: AU B
»A vereinigt mit B
AUB = {x|x € A oder x € B}

—_—

@

\_—_—_/
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Mengenoperationen (bindre Operationen)

Schnitt: AN B
»A geschnitten mit B
ANB={x|x € Aund x € B}

——

\_—_—_/

Vereinigung: AU B
»A vereinigt mit B
AUB = {x|x € A oder x € B}

—_—

@

\_—_—_/

Wiebke Petersen
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Differenz: A\ B (oder A — B)
.A ohne B*
A\ B={x|x € Aund x ¢ B}

@
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Mengen

Schnitt: AN B
A geschnitten mit B

ANB={x|x € Aund x € B}

——

\_—_—_/

Vereinigung: AU B
»A vereinigt mit B

AU B = {x|x € A oder x € B}

—_—

@

I
|
— )

Wiebke Petersen

Mengenoperationen (bindre Operationen)

Operationen

Differenz: A\ B (oder A — B)
A ohne B"
A\ B={x|x € Aund x € B}

———

\_—_—_/

Komplement (in U): Cy(A)
,Komplement von A in U"

Cu(A)=U\ A
7=
i (’) |
o)

Wenn U feststeht, schreibt man auch A

math. Grundlagen
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A={1,2,3,4}, B={3,4,5}, U={1,2,3,4,5,6,7},
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A={1,2,3,4}, B={3,4,5}, U={1,2,3,4,5,6,7},

@ AUB=1{1,2,3,4,5}, AnB={3,4}
@ A\B=1{1,2}, A={5,6,7}
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Mengenoperationen

Beispiele

A=1{1,2,3,4}, B={3,4,5}, U={1,2,3,4,5,6,7},
@ AUB=1{1,2,3,4,5}, AnB={3,4}
@ A\B=1{1,2}, A={5,6,7}

Notation

@ Zwei Mengen A und B mit leerem Schnitt heiBen disjunkt (AN B = 0).

@ Wenn A eine Menge von Mengen ist, schreiben wir | J A fiir die Vereinigung
aller Elemente von A (Bsp.: | J{B, C,D} = BU CU D)

@ Wenn A eine Menge von Mengen ist, schreiben wir () A fiir den Schnitt aller
Elemente von A (Bsp.: ({B, C,D} = BN Cn D)

@ Haufig werden auch Indizes und Indexmengen zur Notation verwendet.
Bsp.: Sei A = {x € Ng|x < i}, dann

U Ai =1{0,1,2,3,4,5} und ﬂ A ={0,1,2,3}

3<i<5 3<i<5

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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ANB=BnNA
AUB=BUA
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ANB=BNA
AUB=BUA (AuB)UC=AU(BUC(C)

(ANB)NC=An(BNC)

Wiebke Petersen math. Grundlagen 29
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Eigenschaften der Mengeoperationen (Schnitt und

Vereinigung)

Kommutativgesetze:

ANB=BNA
AUB=BUA

Distributivgesetze:
(AnB)UC=(AUC)N(BUC)

(AUB)NC =(ANC)U(BNC) |

Wiebke Petersen
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Assoziativgesetze:

(ANB)NC=AN(BNC)
(AUB)UC =AU (BUC)
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Eigenschaften der Mengeoperationen (Schnitt und
Vereinigung)

Kommutativgesetze:

ANB=BNA
AUB=BUA

Assoziativgesetze:

(ANB)NC=AN(BNC)
(AUB)UC =AU (BUC)

Distributivgesetze: Idempotenzgesetze:
(AnB)UC=(AUuC)N(BUC) ANA=A
(AuB)NC=(ANnC)u(BNC) AUA=A )
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Eigenschaften der Mengeoperationen (Schnitt und
Vereinigung)

Kommutativgesetze:

ANB=BNA
AUB=BUA

Assoziativgesetze:

(ANB)NC=AN(BNC)
(AUB)UC =AU (BUC)

Distributivgesetze: Idempotenzgesetze:
(AnB)UC=(AUuC)N(BUC) ANA=A
(AuB)NC=(ANnC)u(BNC) AUA=A )

() ist neutrales Element der Vereinigung: AU =0 UA=A
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Eigenschaften der Mengeoperationen (Schnitt und
Vereinigung)

Kommutativgesetze:

ANB=BNA
AUB=BUA

Assoziativgesetze:

(ANB)NC=AN(BNC)
(AUB)UC =AU (BUC)

Distributivgesetze: Idempotenzgesetze:
(AnB)UC=(AUuC)N(BUC) ANA=A
(AuB)NC=(ANnC)u(BNC) AUA=A )

() ist neutrales Element der Vereinigung: AU =0 UA=A

Gibt es auch ein neutrales Element des Schnitts?
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