1 Eliminieren von e-Ubergingen

1.1 Beispiel 1

(a) Ausgangspunkt: Zwei e-Ubergéinge (b) Entfernung eines e-Ubergangs,
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Abbildung 1: Elimination von e-Ubergéngen, Beispiel 1

Der Automat in (1a) besitzt zwei e-Uberginge, die es zu beseitigen gilt. In
(1b) wurde dazu eine neue Kante b vom Zustand gl zu ¢O0 erstellt. Dadurch
fallen die e-Kante von gl zu ¢3 und die b-Kante von ¢3 zu g0 weg. Danach
erstellt man eine Kante b von ¢l zu ¢2 und ersetzt damit die Kante b von ¢3 zu
q2. Der Zustand ¢3 fallt weg, da er nicht mehr erreichbar ist

(1c) zeigt den Automaten nach Entfernung der letzten e-Kante. Es wird
eine Kante b von ¢0 auf sich selbst erstellt und der Zustand ¢0 wird zu einem
Endzustand gemacht. Eine neue Kante a|b von ¢0 zu ¢2 wird erstellt. Dadurch
fallt die Kante € von ¢0 zu ¢1, die Kante b von ¢1 zu ¢0 und die Kante a|b von
ql zu g2 weg. Da ¢l nicht mehr erreichbar ist fillt dieser Zustand auch weg.

1.2 Beispiel 2

In Abbildung 2a sehen wir den Ausgangsautomaten. Erkannt werden €, a, b und
ab. Der erste e-Ubergang wurde in 2b enfernt. Der Zustand g1 wurde entfernt
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Abbildung 2: Elimination von e-Ubergéingen, Beispiel 2

und die a-Kante zwischen g0 und ¢4 wurde ergénzt. Damit es sich immer noch
um einen dquivalenten Automaten handelt, der auch noch e lesen kann, muss
der Startzustand ¢O gleichzeitig zu einem Endzustand werden. Jetzt kann auch
das letzte € geloscht werden und der Automat ist immer noch dquivalent zu dem
ersten (2c).

1.3 Beispiel 3

Der Automat in Abbildung 3a erkennt das leere Wort, das Wort a und das Wort
b. In 3b wurde die e-Kante von ¢0 nach ¢4 entfernt und q0 zum Endzustand
gemacht. 3¢ zeigt den Automaten nach Entfernen der e-Kante von ¢1 nach ¢3.
Anschliefsend wird die e-Kante von g0 nach ¢3 entfernt. Schlussendlich sehen
wir in 3e den Automaten, nachdem die e-Kante von g0 nach ¢2 entfernt wurde.
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Abbildung 3: Eliminiation von e-Ubergingen, Beispiel 3



2 Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Regulére Sprachen gelten unter bestimmten Operationen als abgeschlossen. Wen-
det man eine dieser Operationen auf regulére Sprachen an, so ist das Ergebnis
wiederum eine regulére Sprache. In den folgenden Abschnitten wollen wir zeigen,
warum dies bei den Operationen Vereinigung, Verkettung, Stern, Komplement-
bildung und Schnitt der Fall ist.

2.1 Vereinigung (X UY)

L(R1)=L1, L(R2) = L2; L1U L2 = L(R1 + R2)

Die Klasse der regulédren Sprachen ist gegen die (endliche) Vereinigung abge-
schlossen, d.h. mit L1 und L2 ist auch die Vereinigung von L1 und L2 regulér.
Eine Eingabe wird akzeptiert, wenn sie fiir mindestens eine der beiden Sprachen
akzeptiert wird. Die reguldren Sprachen L1 und L2 lassen sich durch die regu-
laren Ausdriicke R1 und R2 beschreiben. Da nun L1 U L2 durch den reguldren
Ausdruck R1 + R2 beschrieben werden kann, ist das Ergebnis ebenfalls eine
regulére Sprache.

L(R1+ R2) = L(R1)U L(R2)

2.2  Verkettung (X oY)

L(aeb) = L(a) o L(b)

Die Verkettung zweier regulirer Sprachen wird auch Konkatenation genannt.
Um zu zeigen, dass regulére Sprachen unter Verkettung abgeschlossen sind, be-
trachtet man statt Symbolen aus dem Alphabet Worter aus der Sprache. Wenn
L1 und L2 regular sind, dann auch L1 o L2. Beschreibt man die Sprachen durch
Automaten, so kann man die Endzustinde des Automaten fiir L1 mittels e-
Ubergang zum Startzustand des Automaten fiir L2 verkniipfen. Endzustinde
dieses Automaten sind dann alle Endzusténde von L2. Der entstandene Auto-
mat ist immer noch ein DEA, damit beschreibt er eine regulére Sprache.

Beispiel:

¥ ={a,b}

{a} o {ab} = {aab}

{a,bb} o {aa,b} = {aaa, ab, bbaa, bbb}

{abb, bab} o {e, aab, bb} = {abb, bab, abbaab, babaab, abbbb, babbb}

2.3 Stern (X*)

Der Kleen’sche Stern ist eine beliebig hiufige Verkettung einer Sprache L mit
sich selbst. Es geniigt eine Kopie eines Automaten fiir L, in der wir in allen ak-
zeptierenden Zustinden eine e-Bewegung zum Anfangszustand erlauben. Immer
wenn eine derartige e-Bewegung ausgefiihrt wird, ist ein Teilwort aus L gelesen.
Es werden also genau die Worter aus LT akzeptiert. Fiir Lx fithren wir einen
neuen Startzustand ein, der zugleich Endzustand ist und mittels e-Ubergang in



den urspriinglichen Startzustand wechselt. Folglich: Ist L reguldr, dann ist auch
L* regular.

2.4 Komplement (X)

Um zu zeigen, dass regulére Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen
sind, ist es sehr praktisch, auf die Aquivalenz zwischen reguliren Sprachen und
endlichen Automaten (EA) zuriickzugreifen. Fassen wir einen EA als die Menge
an Wortern auf, die von ihm erkannt wird, dann ist sein Komplement genau die
Menge von Wortern, die nicht von ihm erkannt wird. In beiden Fallen liegt den
Wortern das identische Alphabet zugrunde.

Ein EA erkennt ein Wort immer genau dann, wenn er sich nach der Ver-
arbeitung des letzten Symbols in einem Endzustand befindet. Aquivalent dazu
erkennt er genau diejenigen Worter nicht, nach deren Verarbeitung er sich in
keinem Endzustand befindet. Um einen EA X zu erzeugen, der alle und nur
die Worter erkennt, die ein EA Y nicht erkennt, reicht es daher scheinbar, das
Komplement der Menge an Endzustédnden von Y als Menge von Endzusténden
von X zu wahlen.

Der endliche Automat Y muss hierbei allerdings zwei wichtige Bedingungen
erfiillen. Zunéichst muss er deterministisch sein, damit wir beim “Umdrehen”
der Endzustdnde keine Worter erkennen, die vorher auch erkannt wurden. Ein
Beispiel hierfiir zeigt Abbildung 4. Beide Automaten, 4a und 4b, erkennen das
Wort a.

(a) Ausgangspunkt (b) Vertauschte Endzusténde

Abbildung 4: Vertauschen der Endzusténde - a wird noch erkannt

Die néchste Bedingung, die erfiillt sein muss, ldsst sich intuitiv erschlieffen:
Der urspriingliche Automat muss in der Lage sein, alle Ketten aus dem Alphabet
zu verarbeiten, d.h. die Ubergangsfunktion § muss vollstindig sein. Entfernt
man “unnotige” Zustande, definiert man gleichzeitig Worter, die nicht erkannt
werden konnen. Genau diese muss aber unser Komplement-Automat erkennen.
Ist & nicht vollstdndig, kann er dies aber im Allgemeinen nicht, da ihm dazu
notwendige Ubergénge fehlen.



Die Vervollstdndigung von ¢ lasst sich am einfachsten dann bewerkstelligen,
wenn man sie tabellarisch darstellt. Wir fithren einen neuen Zustand qne, €in
und tragen diesen in alle leeren Zellen der Tabelle ein. Abbildung 5 zeigt dies
beispielhaft.
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Abbildung 5: Vervollstindigen der Ubergangsfunktion fiir ab*a

2.5 Schnitt (X NY)

Gliicklicherweise ldsst sich fiir N sehr einfach zeigen, dass reguldre Sprachen dar-
unter abgeschlossen sind. Wir nutzen die deMorgan’schen Gesetze fiir Mengen
aus und erkennen, dass AN B < A U B. Damit ist AN B < (AU B). Intuitiv
heifst dies: Wir ermitteln den Schnitt zweier Sprachen A und B, indem wir alle

Worter nehmen, aufier denen, die nicht in A oder nicht in B sind.



